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Chapitre I                                                                                                                        Introduction générale 
 
 

 1

 

Ce chapitre est destiné en premier lieu à présenter le problème auquel nous nous 

intéressons, c'est-à-dire « la découverte des dépendances fonctionnelles floues dans des 

modèles relationnels sous imprécision ». Tout d’abord, nous exposons les motivations qui 

nous ont conduit à nous intéresser à ce problème. Nous présentons ensuite, les 

contributions apportées par ce travail. Enfin, nous faisons le plan de ce mémoire. 

I.1-  Motivations  

Les bases d’informations (bases de données, bases de connaissances, etc.) sont des 

systèmes utilisés pour représenter les croyances et connaissances que l’on peut avoir sur le 

monde réel ou tout au moins, sur une partie du monde réel. Cette représentation doit être la 

plus fidèle possible afin que la seule interrogation de ce système permette à son utilisateur 

de se faire une idée la plus exacte possible et de prendre des décisions adéquates. 

La technologie des bases de données relationnelles, introduite par Codd [COD 70], est 

la plus répandue et se retrouve dans pratiquement tous les domaines d’application. Ce 

déploiement nécessite la présence d’informaticiens qualifiés pour administrer ces bases de 

données. Or, la complexité des systèmes de gestion de bases de données (SGBDs) 

augmente en même temps que leurs performances et leurs fonctionnalités. Ce qui fait que 

l’administrateur de bases de données (DBA) doit régler de plus en plus de paramètres pour 

une utilisation optimale du SGBD. La difficulté d’une telle tâche est largement reconnue 

alors que de nombreuses entreprises ne disposent pas d’un administrateur à plein temps. 

Dans ce contexte, la réduction des fonctions d’administration de bases de données est 

reconnue comme un nouveau challenge pour la communauté bases de données [BER 98].  

L’administration physique des bases de données a été relativement étudiée comme par 

exemple dans le cadre du projet AutoAdmin de Microsoft pour la définition automatique 

d’index [CHA 98] ou la collecte de statistiques utiles pour l’optimiseur de requêtes 
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[GRA 98], [CHA 00]. Ces approches sont basées sur l’étude de charges significatives de 

requêtes SQL accédant à un serveur de bases de données.  

Pour l’administration logique (i.e. des schémas de relations) d’une base de données 

existante, cela nécessite de connaître et de comprendre la structure et la sémantique des 

données [THA 95]. Les informations sur la sémantique sont représentées entre autres par 

les contraintes d’intégrité. Ces dernières doivent être vérifiées à tout moment, i.e. pour 

toute instance de la base de données. Parmi les différents types de contraintes étudiées, les 

dépendances fonctionnelles (DFs) semblent être les plus importantes. Ces dernières jouent 

un rôle prépondérant lors du processus de normalisation [LEV 99]. Dans le meilleur des 

cas, ces contraintes ont été spécifiées lors de la conception de la base de données et sont 

donc directement disponibles dans le SGBD. Malheureusement, ce cas idéal n’est pas 

toujours rencontré, soit parce que le SGBD ne supporte pas de telles spécifications, soit 

parce que le concepteur ne souhaite pas les préciser au moment où la base de données est 

créée. La découverte des dépendances fonctionnelles à partir d’une base existante est donc 

une piste pour analyser le schéma d’une base de données et simplifier les tâches 

d’administration « logique ».  

D’un autre côté, en raison de la progression de techniques faciles et efficaces de 

collecte de données, le volume de données contenu dans les bases de données actuelles, 

augmente de manière astronomique (certaines relations peuvent contenir plusieurs 

centaines de milliers voire plusieurs millions de tuples). Mais notre capacité à en extraire 

des informations à forte valeur ajoutée reste à ce jour limitée, ce qui rend l’automatisation 

de cette tâche inévitable. Pour répondre à ces opportunités, le Data Mining est un domaine 

de recherche dédier à cette problématique. Il permet de développer des algorithmes 

performants utilisant des méthodes (ou techniques) dites intelligentes. Il existe à ce jour de 

nombreux travaux utilisant les techniques de Data Mining pour la découverte des 

dépendances fonctionnelles. Les plus importants travaux présents dans la littératures sont : 

TANE [HUH 99], Dep-miner [LOP 00], FastFDs [WYS 01] et FUN [NOV 01].  
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I.2-  Problématique  

Cependant, les approches de découverte de dépendances fonctionnelles citées 

auparavant supposent que les données contenues dans les bases de données sont précises. 

Mais, en réalité ces données peuvent être imprécises, incomplètes, incertaines et/ou 

vagues, appelées de manière générique données floues. Par exemple, une donnée imprécise 

sur le salaire d’un employé « Ali » peut être représentée par "le salaire de Ali est d'environ 

10000 DA". Un autre  problème souvent rencontré dans les bases de données est celui des 

valeurs manquantes (en anglais : missing values). A titre d’exemple, dans le cas de 

gestion de prêts de bibliothèque, on a pu (parce qu’on a oublié ou parce qu’on ne le connaît 

pas) ne pas enregistrer le prénom de l’emprunteur d’un livre. Le modèle relationnel 

classique étant défini pour des données précises ne permet pas de gérer les données 

imprécises. Pour cela, plusieurs modèles sont apparus dans la littérature pour étendre le 

modèle relationnel aux données floues. Chacun de ces modèles traite un ou plusieurs 

aspects de la notion d’imprécision. Le plus important axe de recherche dans ce domaine est 

l’utilisation de la théorie des ensembles flous [ZAD 65] et la théorie des possibilités 

[ZAD 78] pour modéliser cette imprécision.  

Les dépendances fonctionnelles, par leur utilité incontestable dans l’organisation 

logique des bases de données, ont aussi été étendues pour supporter les différentes 

situations d’imprécision des bases de données. Les définitions des dépendances 

fonctionnelles floues (DFFs) les plus rencontrées dans la littératures sont les définitions de 

Raju et Mazumder [RAJ 86], Cubero et al [CUB 93], Chen et al [CHE 95] et Bosc et al 

[BOS 97b]. Chacun des auteurs donne une sémantique bien précise à la notion de DFF 

selon sa vision de la fuzzification1. Certaines de ces définitions sont saines au sens qu’elles 

sont des règles implicatives et d’autres sont plus sémantiques au sens qu’elles véhiculent 

une sémantique similaire à celle des DFs. Mais, aucune définition ne regroupe les deux 

caractéristiques.  

D’un autre côté, malgré la multitude de définitions des DFFs, nous avons constaté que 

le problème de la découverte des DFFs à partir des bases de données floues n’a 

pratiquement pas été abordé. A ce jour, il existe une seule approche de la découverte des 

                                                 
1 Ce terme est employé ici pour désigner, non pas l’action de rendre une donnée floue mais plutôt, l’aspect 
flou de la donnée.    
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DFFs par des techniques de Data Mining, appelée approche de Wang [WAN 00]. Cette 

approche est basée sur la généralisation de l’algorithme TANE, pour inférer des 

dépendances fonctionnelles floues en utilisant la définition des DFFs de Bosc [BOS 97b], 

mais elle reste tout de même non optimale pour des bases de données volumineuses.   

Sur la base ces constatations, nous nous intéressons dans ce mémoire à la découverte 

des DFFs dans des modèles relationnels flous. Nos contributions à ce domaine sont 

exposées dans la section suivante.    

I.3-  Contributions  

Dans ce mémoire, nous proposons une approche complète de découverte des 

dépendances fonctionnelles floues basée sur le concept de stratification des DFFs. La 

première contribution que nous avons formulé dans ce mémoire est une nouvelle définition 

des dépendances fonctionnelles floues, appelée dépendance fonctionnelle floue de 

niveau α, notée α-DFF. Cette définition regroupe les deux caractéristiques fondamentales 

des DFFs, présentes dans la littérature, elle est donc à la fois saine et sémantiques. Ensuite, 

nous avons prouvé un ensemble de règles d’inférence des α-DFFs, correspondant aux 

axiomes d’Armstrong. Le système d’Armstrong ainsi défini, nous servira à inférer 

seulement les dépendances fonctionnelles floues minimales non triviales valides dans la 

base de donnée considérée. Cela résulte du fait que les autres DFFs valides (obtenues par 

union, augmentation, décomposition ou transitivité) peuvent être retrouvées en utilisant ces 

règles d’inférence, similairement aux DFs classiques. La deuxième proposition est un 

processus complet d’Extraction de Connaissance à partir des Données dédié à la 

découverte des α-DFFs. Pour la première étape de ce processus consistant en la 

préparation des données cibles, nous avons proposé de faire un mapping des différentes 

représentation de données floues que nous pouvons retrouver dans les bases de données 

imprécises vers un format possibiliste (les valeurs imprécises sont modélisées par des 

distributions de possibilité). Ensuite, vient l’étape du Data Mining pour laquelle nous 

proposons une approche algorithmique appelée α-FFD-Extract. Cet algorithme se base sur 

la notion de coupe de niveau α pour l’élagage de l’espace des tuples afin de ne considérer 

que des tuples fortement ressemblant (ressemblance à un niveau supérieur ou égal à α, 

avec α ∈ ]0, 1]). Nous avons proposé deux lemmes. Le premier, nous permet de vérifier la 

validité des α-DFFs à tester quant au deuxième, il permet d’élaguer les coupes de niveau α 
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pour des ensembles d’attributs de taille supérieure à 1. L’élagage de l’ensemble des parties 

gauches candidates, pour une partie droite fixée d’une α-DFF, se fait en utilisant la notion 

de treillis, tel que les α-DFFs sont générées par ordre croissant de la taille des parties 

gauches [i,e. les DFFs de niveau i sont générées en utilisant le résultat du niveau (i-1)]. Par 

conséquent, le test de la minimalité des DFFs inférées est donc assuré. Les dépendances 

fonctionnelles floues ainsi inférées par notre approche sont minimales et non triviales. La 

validation des α-DFFs vérifiées dans une relation (base de données) revient à l’utilisateur 

(autrement dit, le DBA). Le paramètre α définit une espèce de tuning sur la ressemblance 

des tuples. Ce qui fait que le DBA à la liberté de régler ce paramètre selon le niveau des 

DFFs qu’il souhaite avoir.  

I.4-  Plan du mémoire  

Le présent mémoire s’articule autour de cinq (05) chapitres. Dans ce chapitre 

introductif, nous avons présenté les motivations, la problématique et les principales 

contributions que nous apportons au domaine de la découverte des DFFs.  

Le chapitre II, intitulé « les bases de données relationnelles » rappelle certaines notions 

de base du modèle relationnel classique présenté par D. CODD en 1970. Dans ce chapitre 

nous nous sommes basés sur les notions de décomposition, de formes normales et des 

dépendances fonctionnelles relatives aux formes normales. L’algèbre relationnelle n’étant 

pas l’objectif de ce mémoire, elle n’est pas présentée. Ce chapitre nous servira de support 

pour la présentation des différents modèles relationnels flous dans le chapitre IV. 

Le chapitre III, intitulé « Extraction de Connaissances, Data Mining et Inférence des 

Dépendances Fonctionnelles », est divisé en quatre sections principales. Dans la première 

section, le domaine d’Extraction de Connaissances à partir des Données (ECD) est 

présenté tout en précisant le processus autour duquel il s’articule. L’étape centrale (Data 

Mining) de ce processus est ensuite définie en section 2, tout en citant les différentes tâches 

et méthodes du Data Mining. Parmi ces méthodes, ce trouve la méthode des règles 

d’association (RAs). Le modèle général des RAs et un algorithme d’induction de ces règles 

(l’algorithme Apriori) sont présentés dans la troisième section. Le choix de présenter la 

méthode des règles d’association n’est pas arbitraire, mais dirigé par le fait que les 

approches des règles d’association ont inspiré l’inférence des dépendances fonctionnelles 
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classiques. Ce dernier point fera l’objet de la dernière section de ce chapitre. Un état de 

l’art sur l’inférence (découverte) des dépendances fonctionnelles est alors présenté et deux 

des plus performantes approches en l’occurrence TANE et Dep-miner seront détaillées.  

Le chapitre IV, intitulé « Théorie des ensembles flous, Bases de Données Floues et 

Dépendances Fonctionnelles Floues », traite en détail les bases de données floues. Dans ce 

chapitre, il y a cinq sections. La première et la deuxième rappellent les notions de bases de 

deux théories, la théorie des ensembles flous et la théorie des possibilités. La troisième 

section est une présentation non exhaustive des différents modèles relationnels flous 

existants dans la littérature. Dans la quatrième section, une sélection des plus importantes 

définitions de dépendances fonctionnelles floues est donnée. L’état de l’art sur l’inférence 

des dépendances fonctionnelles floues est donné en section quatre, dans lequel nous 

pouvons constater le manque flagrant de travaux sur ce sujet. 

Les contributions que nous avons apporté au domaine de l’inférence des dépendances 

fonctionnelles floues se situent à plusieurs niveaux (définition d’une DFF, axiomatisation 

et processus de découverte de DFFs). Ces contributions sont présentées dans le chapitre V. 

Enfin, nous terminons ce mémoire par une conclusion et nous présentons nos 

perspectives de recherches futures. 
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Au jour d’aujourd’hui, le modèle relationnel [COD 70] est largement connu et diffusé à 

travers la communauté scientifique. Aussi, nous nous limiterons dans ce chapitre à donner 

uniquement les notions fondamentales relatives à notre contexte de travail.  

II.1-  Le modèle relationnel (principes et notations formelles)  

Le modèle relationnel est fondé sur la théorie mathématique de relations. Cette théorie se 

construit à partir de la théorie des ensembles. Les notions les plus importantes pour introduire 

le modèle relationnel [GAR 03] sont : le domaine de valeurs, les relations et les attributs, 

définis comme suit. 

Définition 1 : (Domaine) 

Un domaine est un ensemble de valeurs caractérisé par un nom.  

Les domaines sont donc les ensembles dans lesquels les données prennent leur valeur. On 

les note par Domi, (Exemple de domaine : Couleur_de_cheveux = {blanc, châtain, noir, 

roux}).  

Définition 2 : (Relation) 

Une relation est un sous-ensemble du produit Cartésien d’une liste de domaines caractérisé 

par un nom. 

Une relation est donc composée de vecteurs. Une représentation plus commode d’une 

relation sous forme de table à deux dimensions a été retenue par CODD. On note la relation 

par r, tel que r  ⊆ Dom1× …× Domn. (où   ×   dénote le produit Cartésien). 

Définition 3 : (Attribut) 

Colonne d’une relation caractérisée par un nom. 

Le nom associé à un attribut est souvent porteur de sens. Il est  donc en général différent 

de celui du domaine qui supporte l’attribut. (Exemples d’attributs : Nom, Prenom, Age, etc.). 

Les attributs sont dénotés par Ai, i = 1..n. 
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Définition 4 : (Schéma de relation) 

Nom de la relation suivi de la liste des attributs et de la définition de leurs domaines. 

Un schéma de relation est noté sous la forme : R(A1 : Dom1, A2 : Dom2, …, An : Domn), ou 

plus simplement R(A1, A2, …, An). Exemple : Personne(Nom, Prenom, Age). 

Remarques :  

 L’instance d’une relation appelée aussi extension, sera notée r. Par contre, le schéma 

d’une relation, noté R, représente l’intension d’une relation,  

 Nous noterons tj.Ai la restriction du tuple tj à la valeur de l’attribut Ai.  

II.2-  Cohérence des données  

La redondance d’information est indésirable dans une base de données dans la mesure où 

elle complique les mises à jour. Ainsi, lors de la modification d’une valeur répliquée, il est 

nécessaire de s’assurer que toutes les occurrences sont modifiées. Faute de quoi la base 

devient incohérente et à terme inutilisable. Les problèmes liés aux mises à jour (insertion, 

modification, suppression) sont appelés anomalies de mise à jour. Une démarche visant à 

éliminer (éviter) ces anomalies est appelée décomposition sans perte d’informations. Cette 

dernière est obtenue en définissant des formes normales sur la relation. Chaque forme 

normale correspond à un type particulier de dépendances fonctionnelles. Toutes ces notions 

seront présentées dans les sous-sections suivantes.  

II.2.1-  Décomposition relationnelle  

L’approche par décomposition est utilisée lors de la conception de schémas relationnels. 

Le procédé de décomposition est comme suit : On part d’une relation composée de tous les 

attributs, appelée relation universelle, et on décompose cette relation en sous-relations ne 

souffrant pas des anomalies de mise à jour. 

Définition 5 : (Relation universelle) 

Table unique dont le schéma est composé de tous les attributs des tables constituant la base.  
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La définition de cette relation universelle suppose préalablement une nomination des 

attributs telle que deux attributs représentant la même notion aient le même nom et deux 

attributs représentant des notions distinctes aient des noms différents.  

Le processus de décomposition est un processus de raffinement successif qui doit aboutir 

(du moins on l’espère) à isoler des entités et des associations élémentaires. Il doit être réalisé à 

partir d’une bonne compréhension des propriétés sémantiques des données. La compréhension 

de la théorie de décomposition des relations nécessite la bonne connaissance des deux 

opérations élémentaires de manipulation de relations que sont la projection et la jointure. En 

effet, nous allons décomposer par projection et recomposer par jointure.  

Définition 6 : (Décomposition) 

Une décomposition est un remplacement d’une relation R(A1, …, An) par une collection de 

relations R1, R2, …, Rn obtenues par des projections de R sur des sous-ensembles d’attributs 

dont l’union contient tous les attributs de R. 

Définition 7 : (Décomposition sans perte) 

Une décomposition sans perte d’information est une décomposition d’une relation R en  R1, 

R2, …, Rn telle que pour toute extension r  de R, on ait :  

r  = r1 ⋈  r2 ⋈… ⋈ rn                                                                               (II.1) 

La décomposition sans perte d’information permet : 

 d’assurer la non apparition de tuples excédentaires lorsqu’on effectue une jointure de 

relations dans la décomposition, 

 de générer des résultats ayant du sens pour des requêtes requérant une jointure.  

Le problème de la conception de bases de données relationnelles peut être perçu comme 

celui de décomposer la relation universelle composée de tous les attributs en sous-relations ne 

souffrant pas des anomalies vues ci-dessus, de sorte à obtenir une décomposition sans perte. 

Nous n’allons pas présenter les méthodes de décomposition, pour plus d’informations (voir 

[ZAN 81][GAR 03]). 
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Exemple 1 : 

Soit la relation R(Fournisseur, Rayon, Article) qui a pour instance la table suivante :     

Fournisseur Rayon Article 

Dupont Ray1 Stylo 
Durand Ray1 Papier 
Dupont Ray2 Papier 
Dupont Ray1 Papier 

Soient les trois relations R1, R2 et R3 définies par : 

R1 = ∏{Fournisseur, Rayon} (R), 

R2 = ∏{ Rayon , Article } (R), 

R3 = ∏{Fournisseur, Article} (R). 

où  ∏   représente l’opérateur relationnel de projection. 

Soient D1 et D2 deux décompositions de la relation R, définies comme suit : 

D1 = {R1, R2} et  D2= {R1, R2, R3}.   

La décomposition D1 de R est une décomposition avec perte d’informations, puisque : 

l’extension de R4, R4 = R1 ⋈ R2  (où ⋈ est l’opérateur relationnel de jointure naturelle) ne 

correspond pas à l’extension initiale de R. Tandis que la décomposition D2 est une 

décomposition sans perte d’informations, puisque : elle est composée de trois relations R1, R2 

et R3, tel que la jointure de R1 et R2 donne R4, ensuite, la jointure de R4 et R3 donne 

l’extension de R définie au départ (voir schéma au dessous). 

R1 
Fournisseur Rayon  
Dupont Ray1 
Durand Ray1 
Dupont Ray2 
 

R2 
Rayon  Article 
Ray1 stylo 
Ray1 papier 
Ray2 papier 
 

R3 
Fournisseur Article 
Dupont stylo 
Durand papier 
Dupont papier 
  

R4 =  R1 ⋈ R2 
Fournisseur Rayon Article 
Dupont Ray1 stylo 
Dupont Ray1 papier 
Durand Ray1 stylo 
Durand Ray1 papier 
Dupont Ray2 papier 

 

Relation Livraison d’origine 
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Afin d’exposer les différentes formes normales de relations, nous allons d’abord présenter 

les dépendances fonctionnelles.  

II.2.2-  Les dépendances fonctionnelles (DFs) 

Les dépendances fonctionnelles représentent les contraintes d’intégrité les plus 

couramment rencontrées en bases de données. Ces contraintes sont essentielles dans la théorie 

relationnelle car elles sont à la base du calcul de clés et guident le processus de normalisation 

qui permet d’obtenir une organisation logique de la base. La notion de DF fut introduite avec 

le modèle relationnel par CODD afin de caractériser des relations pouvant être décomposées 

sans perte d’informations. 

Définition 8 : (Dépendance fonctionnelle)                                                                                                         

Soit R(A1, A2, …, An) un schéma de relation, et X et Y des sous-ensembles de l’ensemble 

{A1, A2, …, An}. On dit que X détermine Y ou que Y dépend fonctionnellement de X, si et 

seulement si, pour toute extension r de R, des valeurs identiques de X impliquent des valeurs 

identiques de Y. On la note : X → Y. 

Plus formellement,  

X → Y  ⇔   (∀ t1, t2 ∈ r   t1.X = t2.X ⇒  t1.Y = t2.Y)                            (II.2) 

II.2.2.1-  Axiomes d’Armstrong 

Les DFs obéissent à plusieurs règles d’inférences triviales. Les trois règles suivantes 

composent les axiomes des dépendances fonctionnelles et sont connues dans la littérature sous 

le nom d’axiomes d’Armstrong [ARM 74] : 

Soient X, Y et Z trois ensembles d’attributs : 

A1 : (Réflexivité) :             Y ⊆ X ⇒ X → Y  

Tout ensemble d’attributs détermine lui-même ou une partie de lui-même. 

A2 : (Augmentation) : X → Y ⇒ XZ → YZ        (tel que XZ ≡ X ∪ Z) 

Si X détermine Y, les deux ensembles d’attributs peuvent être enrichis par un même 

troisième.  
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A3 : (Transitivité) : X → Y    et    Y → Z     ⇒     X → Z 

Cette règle est moins triviale et provient du fait que le composé de deux fonctions dont 

l’image de l’une est le domaine de l’autre est une fonction.   

Théorème 1 : 

A1, A2, A3 forment un ensemble correct et complet de règles d’inférences. � 

A partir de ces trois règles, d’autres propriétés (règles) peuvent être déduites : 

A4 : (Union) :                                   X → Y   et   X → Z  ⇒  X → YZ     

A5 :      (Pseudo transitivité) :             X → Y   et   WY → Z   ⇒   WX → Z 

A5 :       (Décomposition) :                   X → Y   et    Z ⊆ Y  ⇒   X → Z 

A partir de ces règles, il est possible d’introduire la notion de dépendance fonctionnelle 

élémentaire (DFE) [ZAN 81]. 

Définition 9 : (Dépendance Fonctionnelle Elémentaire)  

Une dépendance fonctionnelle élémentaire (DFE)  est une dépendance fonctionnelle de la 

forme X → A qui remplit les deux conditions suivantes :  

 A est un attribut élémentaire n'appartenant pas à X,  

 Il n'existe pas X′ ⊂ X tel que X′  → A. 

La seule règle d’inférence qui s’applique aux DFE est la transitivité.  

II.2.2.2-  Propriétés des DFs et définitions  

A partir d’un ensemble de DFs, on peut composer par transitivité d’autres DFs. On aboutit 

ainsi à la notion de fermeture transitive d’un ensemble F de DFs. C’est l’ensemble des DFs 

considérées enrichi de toutes les DFs déduites par transitivité.  

Soit F un ensemble de DFs sur un ensemble d’attributs R. la fermeture de F, notée F+ est 

l’ensemble : 

     F+ = {X → Y : X, Y  ⊆ R et F |= X → Y}                                           (II.3) 

A partir de la notion de fermeture transitive, il est possible de définir l’équivalence de 

deux ensembles de DFs.  
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A) Equivalence d’ensembles de DFs 

Soient E, F deux ensembles de DFs. E et  F  sont  dits  équivalents  si  et  seulement si :  

E+ = F+. 

Par suite, il est intéressant de déterminer un sous-ensemble minimal de DFs permettant de 

générer toutes les autres. C’est la couverture minimale d’un ensemble de DFs. 

B) Couverture minimale 

Une couverture minimale est un ensemble F de DFEs associé à un ensemble d’attributs 

vérifiant les propriétés suivantes : 

 Aucune DFs dans F n’est redondante, ce qui signifie que pour toute DF  f  de F, 

F -{f}n’est pas équivalent à F. 

 Toute DFE des attributs est dans la fermeture transitive de F.  

Il a été montré que tout ensemble de DFs a une couverture minimale qui n’est pas (en 

général) unique.  

C) Notion de clé 

Soit R(A1, A2, ..., An) un schéma de relation, et X un sous-ensemble de (A1, A2, ..., An), X est 

une clé de la relation R si et seulement si : 

 X → (A1, A2, ..., An), 

 X est minimal [il n’existe pas de X’⊂ X tel que X’ → (A1, A2, ..., An)]. 

Définition 10 : (Clé d’une relation) 

Ensemble minimal d’attributs dont la connaissance des valeurs permet d’identifier un tuple 

unique de la relation considérée.  

Remarque :  

Un ensemble d’attributs qui inclut une clé, est appelé superclé. 

II.2.3-  Formes normales (1ère, 2ème et 3ème)  

Les trois premières formes normales ont pour objectif de permettre la décomposition de la 

relation sans perte d’information, à partir de la notion de DF.  
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Définition 11 : (Première forme normale)   

Une relation est en première forme normale (1ère FN)  si et seulement si tout attribut contient 

une valeur atomique. 

La première forme normale évite les domaines composés de plusieurs valeurs. 

Définition 12 : (Deuxième forme normale)  

Une relation est en deuxième forme (2ème FN) normale si et seulement si : 

 Elle est en première forme normale, 

 Tout attribut n'appartenant pas à une clé ne peut pas dépendre d'une partie de cette clé. 

La deuxième forme normale élimine les anomalies créées par des DFs entre parties de clés 

et attributs non clé. 

Définition 13 : (Troisième forme normale)  

Une relation est en troisième forme normale (3ème FN) si et seulement si : 

 Elle est en deuxième forme normale, 

 Tout attribut n'appartenant pas à une clé ne dépend pas d'un attribut non-clé. 

La troisième forme normale élimine les anomalies créées par des DFs entre les attributs 

non clé.  

Afin d’éliminer les redondances crées par des DFs entre parties de clés et celles déjà 

éliminées par la 3ème FN, Boyce et Codd ont introduit la forme normale qui porte leur nom (en 

abrégé BCNF).  

Définition 14 : (Forme normale de BOYCE-CODD)   

Une relation est en BCNF si, et seulement si, les seules DFEs sont celles dans lesquelles une 

clé détermine un attribut. 

Toutes les DFs sont de la forme K → A, où K est une clé et A est un attribut non clé. 

II.2.4-  Quatrième forme normale et Dépendances multivaluée   

La BCNF n’est pas suffisante pour éliminer complètement les redondances. Pour aller au-

delà, il faut définir des dépendances plus lâches. Nous allons en voir de plusieurs types.  
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Définition 15 : (Dépendance MultiValuée) 

Soit R(A1, A2, ..., An) une relation et X, Y deux sous-ensembles d’attributs de R. On dit que X 

→→ Y (X multivalue Y), si étant donné des valeurs de X, il y a un ensemble de valeurs de Y 

associées et cet ensemble est indépendant des autres attributs Z = R - XY de la relation R. 

Plus formellement : X →→ Y  est valide si et seulement si : pour chaque paire de tuples 

(t1, t2) de R, il existe un tuple t3 tel que : 

 (t1.X =  t2.X = t3.X  ⇒  t1.Y =  t3.Y  et  t2.Z =  t3.Z)                                 (II.4)                   

avec Z = R - XY    

II.2.4.1-  Propriétés  des DMVs 

 Une DMV X →→ Y est triviale si Y ⊆ X  ou   XY = R, 

 Les DFs sont des cas particuliers de DMVs  (Si   X → Y  alors X →→ Y), 

 Si X →→ Y alors X →→ Z, où Z = R - XY. Une notation plus intuitive serait : 

X →→ Y | Z. 

II.2.4.2-  Règles d’inférence pour DF et DMV 

Soient X, Y et Z ⊆  R. 

I0 :   (Complémentation) :        X →→ Y   ⇒  (X →→ (R–{X, Y}) 

I1 :   (Réflexivité) :                    Y ⊆ X   ⇒   X →→ Y 

I2 :   (Augmentation) :              X →→ Y  ⇒  XZ →→ YZ 

I3 :  (Transitivité) :                  X →→ Y et Y →→ Z  ⇒  X →→ (Z - Y) 

I4 :   (Conversion)  :                 X → Y   ⇒   X →→ Y 

I5 :   (Interaction) :                  X →→ Y  et  XY → Z   ⇒  X → (Z -Y) 

Théorème 2 : 

L’ensemble  {A1, A2, A3, I0, I1, I2, I3, I4, I5} est correct et complet pour l’implication des DFs 

et DMVs considérées ensemble. �  
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Définition 16 : (Dépendance MultiValuée Elémentaire) 

Une DMV X →→ Y d’une relation R est dite élémentaire si et seulement si : 

 Y n’est pas vide et est disjoint de X,  

 R  ne contient pas autre DMV du type X '→→ Y ' telle que X ' ⊂  X  et  Y ' ⊂ Y". 

Définition 17 : (Quatrième forme normale)  

Une relation est en quatrième forme normale (4ème FN) si et seulement si les seules 

dépendances multi-valuées élémentaire sont celles dans lesquelles une superclé détermine un 

attribut.   

Exemple 2 : 

Soit la relation Enseignement(Cours, Enseignant, NotesCours), qui a pour instance la table 

suivante : 

  

 

 

 

 

      F = {Cours →→ Enseignant | NotesCours  et   {Enseignant, NotesCours} → Cours}. 

Dans cet exemple chaque cours est associé à un ensemble d’enseignants et un ensemble de 

notes cours, et ces 2 ensembles (NotesCours et Enseignant) sont indépendants l’un de l’autre. 

II.2.5-  Dépendances de jointure (DJ) et Cinquième forme normale  

Il y a des relations pour lesquelles une décomposition sans perte ne peut être réalisée 

qu’avec plus de deux (02) relations (cf. Exemple 1).  

 

 

Cours Enseignant NotesCours 

Physique Dupont Mécanique 
Physique Dupont Thermodynamique  
Physique Martin Mécanique 
Physique Martin Thermodynamique 

Mathématique Durand Algèbre 
Mathématique Durand Géométrie 
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Définition 18 : (Dépendance de Jointure)  

Soit R(A1, A2, ..., An) un schéma de relation et R1, R2, …, Rm des sous-ensembles de {A1, A2, 

..., An}. On dit qu’il existe une dépendance de jointure (DJ), notée ∗{R1, R2, …, Rm}, si R est 

la jointure de ses projections sur R1, R2,…, Rm. Plus formellement : 

∗{R1, R2, …, Rm} ⇔ R = ∏R1(R) ⋈ ∏R2(R)… ⋈ ∏Rm(R)                       (II.5)   

Définition 19 : (Cinquième forme normale) 

Une relation R est en cinquième forme normale (5ème FN) si et seulement si toute DJ est 

triviale ou tout Ri est une superclé de R (c’est-à-dire que chaque Ri contient une clé de R).  

Remarque :  

 Une relation en 3FN dont toutes les clés sont simples est en 5NF. 

II.3-  Conclusion  

Nous avons présenté dans ce chapitre les notions essentielles relatives à la conception de 

schémas de données et au maintien de la cohérence. La partie algèbre relationnelle relative à 

la manipulation de données (LMD) ne sera pas présentée dans ce mémoire vu qu’elle ne 

concerne pas notre travail.  

Le modèle relationnel est sans doute un des modèles les plus utilisé par les éditeurs de 

SGBD (Oracle10, Informix, PostgreSQL, SQL Server, etc.). Il est basé sur une théorie solide 

qui permet une gestion efficace des bases de données parfaitement structurées. Mais en 

pratique, les bases de données que nous manipulons sont loin d’être parfaites, et souvent des 

imprécisions peuvent apparaître. De ce fait, la manipulation de cet aspect nécessite une 

reconsidération du modèle relationnel. Nous allons présenter ce type de base de données 

reconsidérée dans le chapitre IV. 

Par contre, nous présentons dans le chapitre suivant l’utilisation du Data Mining pour la 

découverte de dépendances fonctionnelles.  

 
 



 
Chapitre III            Extraction de Connaissances, Data Mining et Inférence des Dépendances Fonctionnelle 
 
 

 18

 

III.1-  Extraction de Connaissances à partir des Données 

L'Extraction de Connaissances à partir des Données (ECD), en anglais "Knowledge 

Discovery in Databases" (KDD), est une discipline dont l'objectif est la découverte 

automatique de connaissances nouvelles dans de très grands volumes de données [FAY 96b]. 

Dans la suite de ce mémoire, nous appellerons indifféremment ECD, KDD, Extraction de 

Connaissances à partir des Données, ou Knowledge Discovery in Databases pour désigner le 

même concept. 

L’ECD est née des travaux croisés des chercheurs en statistiques, intelligence artificielle, 

reconnaissance de formes, base de données, apprentissage automatique, et autres domaines 

(cf. Fig. III.1). 

 
 

Fig. III.1. L’Extraction de Connaissances à partir des Données à la confluence de nombreux 

domaines [BIA 01] 

 
ECD 

Système expert Autres domaines 

Reconnaissances 
de formes 

Base de 
données 

Apprentissage 
automatique 

Statistiques
Intelligence 
artificielle 
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III.1.1- Définitions de l’extraction de connaissances à partir des données 

L’extraction de connaissances à partir des données a été définie par plusieurs auteurs, et 

tous s’accordent sur le fait qu’il s’agit d’un processus itératif et interactif de découverte de 

connaissances nouvelles et utiles (useful knowledge) à partir de données brutes (raw data) (cf. 

Fig. III.2). Nous donnons ci-après les définitions les plus usitées dans la communauté 

scientifique. 

 

Fig. III.2.  Transformation de données brutes en connaissances utiles 

Définition 1 : (Knowledge Discovery in Databases) 

Knowledge Discovery in Databases is the non trivial process of identifying valid, novel, 

potentially useful, and ultimately understandable patterns in data. [FAY 96] 

Définition 2 : (Knowledge Discovery in Databases) 

The non trivial extraction of implicit, previously unknown, and potentially useful information 

from given data. [FRA 92] 

Définition 3 : (Extraction de Connaissances à partir des Données) 

L’Extraction de Connaissances à partir des Données est un processus itératif et interactif 

d’analyse d’un grand ensemble de données brutes afin d’en extraire des connaissances 

exploitables par un utilisateur-analyste qui y joue un rôle central. [ZIG 01] 

III.1.2-  Etapes du processus d’extraction de connaissances à partir des 
données (ECD)  

Il existe dans la littérature plusieurs décompositions pour un processus d’ECD. Mais en 

réalité ces différentes décompositions représentent toutes un même processus [MEG 04]. 

Tout ce qui change d’un auteur à un autre  est le degré  de  décomposition  ou de 

Processus KDD

Connaissances utiles 
(Useful knowledge) 

Données 
brutes 

(Raw Data) 
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regroupement des étapes du processus. Dans [FAY 91] le processus d’ECD est représenté en 

quatre étapes qui sont : la consolidation, la sélection et le pré-traitement, la fouille de données 

et l’interprétation (cf. Fig. III.3). Nous présentons ci-après ces différentes étapes. 

 

 

Fig. III.3. Etapes du processus d’Extraction de Connaissances dans les Données 

Entrepôt 
de 

données 

Contexte 

Motifs et 
Modèles 

Sources de 
données 

Consolidation

Sélection et pré-traitement 

Fouille de données 

Interprétation 

Connaissances
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III.1.2.1-  Consolidation  

Cette première étape consiste dans un premier temps en la collecte et le regroupement des 

données provenant de différentes sources (exemple : fichiers textes, différents SGBDs, ou 

bien même de notes manuscrites) au sein d’une seule et même base de données (ou entrepôt 

de données). Les données collectées sont souvent de nature diverses, autant du point de vue 

qualitatif que quantitatif (exemple : cours d’indices boursiers, données de recensement, logs 

web, séquences d’achats, etc.). Ces données peuvent être entachées d’erreurs (données 

aberrantes, imprécises ou manquantes) ce qui pousse dans un deuxième temps à les nettoyer, 

les mettre en forme et les coder selon un système uniforme pour pouvoir les exploiter dans les 

phases ultérieures. 

Il existe plusieurs manières de procéder à la mise en forme des données. Nous nous 

intéressons à la génération de distributions de possibilité pouvant remplacer les valeurs de ces 

données. Notre proposition sur cet aspect particulier sera présentée dans le chapitre V.  

III.1.2.2-  Sélection et pré-traitement  

Cette deuxième étape permet lors de la sélection, de choisir les données pertinentes à 

partir desquelles seront extraites les connaissances. Une fois les données sélectionnées, celles-

ci sont pré-traitées. Il s’agit cette fois de représenter les données dans un format directement 

utilisable par les étapes suivantes du processus. On peut ainsi appliquer une opération de 

discrétisation sur les données (données discrètes). Par exemple, les cours d’indice boursiers 

peuvent être discrétisés en intervalles de valeurs. Dans le cas de variables discrètes, un travail 

de redéfinition des valeurs d’intervalles peut également être effectué (exemple : par union des 

intervalles de référence).  

Cette seconde étape du processus d’ECD permet d’affiner les données pour permettre 

d’améliorer les résultats lors de l’interrogation dans la phase de fouille de données.   

III.1.2.3-  Fouille de données  

Cette étape, également appelée « Data Mining », est considérée comme le cœur du 

processus d’ECD. En effet, elle permet le passage des données à l’expression des relations et 

des lois qui les sous-tendent. Cette étape est considérée comme la plus délicate du point de vu  

algorithmique.  En  effet,  les  ressources  en  temps  et  mémoire  utilisées  lors  de  cette 
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étape doivent rester raisonnables alors que les volumes de données traitées et les espaces de 

recherche sont très grands. L’utilisation active de contraintes (critères de sélection) lors de 

l’étape précédente permet de diminuer les espaces de recherche, et par conséquence les 

ressources en temps et en mémoire, et de cibler au mieux les traitements à effectuer.  

III.1.2.4-  Interprétation  

Cette dernière étape est celle lors de laquelle l’utilisateur final intervient le plus. Il lui 

revient en effet la tâche d’analyser les résultats obtenus à l’issue de la fouille de données et de 

les interpréter en fonction du domaine de connaissances mis en jeu. Il faut cependant garder à 

l’esprit que cela n’enlève rien à l’importance que revêt l’intervention de l’utilisateur final lors 

des précédentes étapes. En effet, si les résultats sont jugés insuffisants lors de l’interprétation, 

l’utilisateur doit pouvoir remettre en cause les étapes qui selon lui ont été mal abordées, et à 

l’issue de chacune de ces étapes, il doit pouvoir porter le même regard critique.  

Remarque : 

 Le processus d’ ECD est itératif car les résultats d’une étape peuvent remettre en cause 

les traitements effectués durant les étapes précédentes. Par conséquent, l’utilisateur peut 

décider de revenir en arrière à tout moment si les résultats ne lui conviennent pas. Ce 

processus est aussi interactif car la qualité des résultats obtenus dépend en grande partie 

de l’intervention des utilisateurs finaux, autrement dit les résultats obtenus sont liés aux 

différents choix que l’utilisateur est amené à effectuer. 

III.2-  Fouille de Données (Data Mining) 

Par abus de langage, le terme Data Mining (fouille de données) est fréquemment confondu 

avec l’extraction de connaissances à partir des données (ECD). Mais en réalité comme on l’a 

vu précédemment, ce terme désigne dans son sens original seulement une étape du processus 

d’ECD. Cette étape consiste à appliquer des méthodes dites intelligentes  sur les données 

afin d’en extraire des modèles (ou motifs). 

Les méthodes de Data Mining peuvent être classifiées selon les tâches qu’elles 

accomplissent. Ses tâches sont détaillées dans la sous section suivante.      
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III.2.1-  Les tâches du Data Mining   

De nombreuses tâches peuvent être associées au Data Mining, parmi ces tâches nous 

pouvons citer [PON 03] [TOM 00] :  

 La classification, 

 L’estimation,  

 La prédiction, 

 Les associations, 

 La segmentation, 

 etc… 

III.2.1.1-  La classification 

La classification consiste à créer une fonction qui classifie les données (ou individus) dans 

des classes prédéfinies selon des caractéristiques établies. Des exemples de tâches de 

classification sont : 

 L’attribution ou non d’un prêt à un client, 

 L’établissement d’un diagnostic médical, 

 La classification d’image satellite, 

 L’attribution d’un sujet principal à un article de presse, 

 etc. 

III.2.1.2-  L’estimation 

Elle consiste à estimer la valeur d'un champ à valeurs continues à partir des 

caractéristiques d'un objet. L'estimation peut être utilisée dans un but de classification. Il suffit 

d'attribuer une classe particulière pour un intervalle de valeurs du champ estimé. Des 

exemples de tâches d'estimation sont : 

 La notation d’un candidat à un prêt. Cette estimation pourrait trouver une application 

dans l’attribution d’un prêt (classification), par exemple, en fixant un seuil 

d'attribution, 

 L’estimation des revenus d'un client. 
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III.2.1.3-  La prédiction 

Cela consiste à estimer une valeur future. En général, les valeurs connues sont classées 

chronologiquement. On cherche à prédire la valeur future d'un champ. Cette tâche est proche 

des précédentes. Les méthodes de classification et d'estimation peuvent être utilisées en 

prédiction. Des exemples de tâches de prédiction sont : 

 Prédire les valeurs futures d'actions, 

 Prédire les cours d’indices boursiers,  

 Prédire au vu de leurs actions passées les départs de clients. 

III.2.1.4-  Les associations 

Cette tâche consiste à induire des corrélations entre les données. L’exemple type est la 

détermination des articles (le pain, le lait, les couches bébé, les jouets, les magazines pour 

enfants, etc.) qui se retrouvent ensemble dans le panier de la ménagère. Ce type d’application 

peut être utilisé à usage Marketing pour identifier des opportunités de vente croisée et 

concevoir des groupements attractifs de produits.  

III.2.1.5-  La segmentation  

Il s'agit de créer des groupes homogènes dans la population (l'ensemble des 

enregistrements). Il appartient ensuite à un expert du domaine de déterminer l'intérêt et la 

signification des groupes ainsi constitués. Cette tâche est souvent effectuée avant les 

précédentes pour construire des groupes sur lesquels on applique des tâches de classification 

ou d'estimation. 

Diverses techniques et méthodes peuvent être appliquées afin d’accomplir les tâches citées 

ci-dessus (classification, prédiction, segmentation, etc.). Ces techniques sont résumées dans la 

section qui suit.  

III.2.2-  Les méthodes et techniques de Data Mining  

On peut mettre en évidence deux grandes catégories de méthodes dédiées à la fouille de 

données, à savoir les méthodes classiques et les méthodes intelligentes.  
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Parmi les méthodes classiques, on retrouve les outils déterministes de l’informatique ou 

des mathématiques tel que : les requêtes dans les bases de données (simples ou multi-critères), 

les statistiques descriptives, l’analyse de données : Analyse en Composantes Principales 

(ACP), etc. 

Les méthodes intelligentes font appel à des techniques d’Intelligence Artificielle. Nous 

pouvons citer : 

 La méthode des k-means (k-moyennes), 

 La méthode des plus proches voisins, 

 Les arbres de décision, 

 Les réseaux de neurones, 

 Les règles d’association, 

 etc. 

Les règles d’association étant la méthode utilisée dans le cadre de notre travail, la section 

suivante sera consacrée à présenter en détail cette méthode. 

III.3-  Les règles d’association  

Les règles d’association (RAs) ont été initialement étudiées en analyse de données 

[GUI 86], puis étendues par [AGR 93] en fouille de données afin de trouver des régularités, 

des corrélations dans des bases de données de grande taille. Elles ont pour but de découvrir 

des relations significatives entre objets appartenant à une grande quantité de données. Ces 

règles ont d’abord été utilisées à usage marketing, mais elles sont actuellement utilisées dans 

tout autre domaine pour la recherche de cooccurrences fréquentes, si la structure des données 

s’y prête. Par exemple dans : 

 La planification commerciale : elle consiste en l’identification des articles achetés 

fréquemment ensemble. Ce qui apporte une aide importante dans le placement des 

articles. Un problème proche de celui-ci est la définition de catalogues. 

 Les réseaux de télécommunications : les bases de données d’alarmes détectées dans les 

réseaux de  télécommunications  sont  constituées de rapports de situations anormales 

dans les  composants  des  réseaux. Classiquement, ce sont plusieurs milliers d’alarmes 
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qui sont détectées chaque jour. Dans ce cadre, les règles d’association ont été utilisées 

avec succès dans le système TASA [HAT 96][KLE 97] pour le filtrage des alarmes non 

informatives, l’identification des causes d’anomalies et la détection et la prédiction 

d’anomalies.  

 La recherche médicale : l’extraction de règles d’association dans les bases de données 

des patients permet d’apporter une aide sur le diagnostic, en identifiant les symptômes ou 

maladies précurseurs d’une maladie, une aide dans la définition de traitements en 

déterminant les symptômes ultérieurs ou les effets secondaires possibles, l’identification 

de populations à risque vis-à-vis de certaines maladies, etc. 

 Le multi-média et internet : des quantités croissantes de données de diverses types 

(images, audio, vidéo, etc.), appelées données multi-média, sont stockées dans des bases 

de données dont le nombre ne cessent d’augmenter. L’extraction de règles d’association à 

partir de données multi-médias a donné lieu à de nombreuses études, principalement dans 

le cadre de l’analyse d’image. Les applications concernent la reconnaissance militaire, le 

filtrage des données parasites, la prévision météorologique, l’imagerie médicale, l’aide 

dans les enquêtes criminelles, etc. De même, un nombre important d’accès à ces données 

est réalisé chaque jour par des millions d’utilisateurs. L’extraction de règles d’association 

à partir des historiques des accès par les usagers aux ressources des sites Internet a été 

utilisée dans ce cadre pour l’aide à la conception et l’organisation des sites.      

III.3.1-  Modèle général des règles d’association  

La découverte de règles d’association consiste à induire des relations entre les éléments 

d’un ensemble de données. Ce processus découvre des relations entre éléments de telle sorte 

que la présence de certains éléments tend à impliquer la présence d’autres éléments.  

Formalisme 

Afin de présenter le formalisme général des règles d’association [AGR 94] nous 

considérons les notations suivantes : 

 i, un item (« un article » en français), 
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 I = {i1, i2, …, in}, un ensemble de n items ou bien un n-itemset, l’ensemble I est supposé 

fini, 

 t, une transaction (par exemple un ensemble d’achats). Une transaction est identifiée par 

un TID (Transaction IDentifier), et elle est constituée d’un sous ensemble I0 d’items (I0 ⊆ 

I), 

 un sous ensemble Ik ⊆ I de taille k est appelé un k-itemset, 

 T = {t1, t2, …, tm}, un ensemble de m transactions d’items de I, l’ensemble T est supposé 

fini. Cet ensemble est appelé aussi transaction database, 

 une transaction ti contient un itemset I si et seulement si I ⊆ ti. 

Définition 4 : (Règle d’association)   

Une règle d’association est une expression de la forme A ⇒ C. où (A, C ⊆ I) ∧ 

(A, C ≠ ∅) ∧ (A ∩ C = ∅).   

III.3.2-  Sémantique d’une règle d’association  

La règle A ⇒ C, signifie que "toute transaction de T contenant A tend à contenir C". 

Les mesures habituelles pour évaluer les règles d’association sont le support et la 

confiance. Ces mesures sont calculées initialement pour un ensemble d’items (itemset) (i.e, un 

sous ensemble d’articles). 

Définition 5 : (Le support)  

"Soit I0 un itemset, son support est le nombre de transactions t de la base T contenant I0 par 

rapport au nombre total de transactions". Autrement dit, c’est la probabilité qu’une 

transaction de T contienne I0.  

                         |{t ∈ T / I0 ⊆ t }| 
Support (I0) =                                                        (III.1)                             

                                    |T | 

Le support d’une règle d’association R : I1 ⇒ I2 dans T est :   

                                                       |{t ∈ T / I1 ∪ I2 ⊆  t }| 
Support (I1 ⇒ I2) = Support (I1 ∪ I2) =          (III.2)     

                             | T | 
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Définition 6 : (La confiance)  

"La confiance d’une règle d’association R : I1 ⇒ I2 est la probabilité conditionnelle qu’une 

transaction contienne I2 sachant qu’elle contienne I1 ": 

         Support (I1 ∪I2) 
Confiance (I1 ⇒ I2) =                         (III.3)   

Support (I1) 

On peut remarquer que : 

                             Support (I1 ⇒ I2) 
Confiance (I1 ⇒ I2) =                          (III.4)  

                                 Support (I1) 

L’utilisation du signe ⇒ est un abus de notation puisqu’il ne s’agit pas de l’implication 

logique classique (implication matérielle). 

III.3.3-  Inférence des règles d’association 

Le problème de l’extraction de règles d’association consiste à déterminer l’ensemble des 

règles d’associations dont le support est au moins égal à un seuil minimum de support 

MinSupp et dont la confiance est au moins égale à un seuil minimum de confiance MinConf, 

définis par l’utilisateur.  

Il existe actuellement trois grandes tendances pour induire les RAs dans une base de 

données, à savoir : l’approche orientée fréquents, l’approche orientée fermés et l’approche 

orientée maximaux. Du moment que l’approche à laquelle nous nous intéressons est 

l’approche orientée fréquents, cette dernière sera détaillée dans cette section.  

Définition 7 : (Itemset fréquent, en anglais Frequent ItemSet « FIS ») 

Soit T une base de transactions, I0 un itemset et MinSupp un support minimal. Alors I0 est 

considéré comme fréquent si seulement si : Support (I0) ≥ MinSupp. 

Propriété d’anti-monotonie du support : 

 Tout sous ensemble d’un ensemble fréquent est fréquent, 

 Tout sur ensemble d’un ensemble non fréquent est non fréquent. 
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La découverte de règles d’association basée sur la recherche des itemsets fréquents FIS, 

est répartie en deux étapes : 

 D’abord, trouver tout les itemsets ayant un support supérieur ou égal à MinSupp (les 

itemsets fréquents), 

 Ensuite, à partir des FIS, engendrer l’ensemble des règles d’association ayant une 

confiance supérieure ou égale à MinConf. 

Les plus importantes approches d’inférence des règles d’association utilisant les itemsets 

fréquents sont : Apriori [AGR 94][SRI 96], OCD [MAN 94], AprioriTid (amélioration 

d’Apriori), Sampling [TOI 96b] et Partition [SAV 95]. Nous avons choisi de détailler 

l’algorithme Apriori, pour le cas de la recherche des itemsets fréquents.   

III.3.4-  L’algorithme Apriori 

L’algorithme Apriori a été proposé par Agrawal et Srikant [AGR 94][SRI 96]. C’est un 

algorithme itératif pour la recherche des itemsets fréquents par niveaux, cela signifie que 

durant la kème itération, un ensemble d’itemsets fréquents candidats de taille k est généré et un 

balayage du contexte est réalisé afin de supprimer les candidats infréquents. L’ensemble des 

k-itemsets fréquents ainsi générés est utilisé lors de l’itération k+1 suivante pour générer les 

candidats de taille k+1. Cet algorithme réalise donc m itérations afin de déterminer tous les 

itemsets fréquents dans l’ordre croissant de leur taille, m étant la taille des plus grands 

itemsets fréquents. Nous présentons dans la suite, l’algorithme Apriori ainsi qu’un exemple 

d’application de cet algorithme au contexte T.  

Notations utilisées par Apriori 

Ck Ensemble de k-itemsets candidats (itemsets potentiellement fréquents). Chaque 

élément de cet ensemble possède deux champs : itemsets et support. 

Fk Ensemble des k-itemsets fréquents. Chaque éléments de cet ensemble possède deux 

 champs : itemsets et support.  
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Durant la première itération de l’algorithme (ligne 1), tous les itemsets de taille 1 sont 

considérés et un balayage du contexte T est réalisé afin de déterminer l’ensemble F1 des 

1-itemsets fréquents. Chaque itération k suivante (ligne 2 à 16) se subdivise en deux phases. 

Durant la première phase (ligne 3), l’ensemble Ck des k-itemsets candidats est construit en 

effectuant la jointure de Fk–1 sur lui-même (Ck = Fk–1⋈ Fk–1). Cette phase est réalisée par la 

procédure Apriori-Gen. Durant la deuxième phase (ligne 4 à 16), un balayage du contexte est 

réalisé afin de déterminer le support de chacun des k-itemsets candidats présent dans Ck (ligne 

7 à 13). Ensuite, les k-itemsets dont le support est supérieur ou égal à MinSupp (fréquents) 

sont insérés dans l’ensemble Fk. L’ensemble F de tous les itemsets fréquents reçoit l’union de 

tous les k-itemsets fréquents (ligne 17).  

Algorithme 1 : Apriori 
Entrée : T : une base de données transactionnelle, εα un seuil de fréquence absolu 
Sortie :  F : ensemble de tous les itemsets fréquents de T. 
   
01 :  k ←1 ; // déterminer l’ensemble F1 ; k ←2 ; 
02 :  Tant que  Fk-1 ≠ ∅   
         Faire  
               // Générerl’ensemble Ck des candidats   
03 :         Ck  ← Apriori_Gen(Fk-1) ;  
04 :         Pour tout  e ∈ Ck   
05                Faire  
06 :                    e.support ←0 ; 
07 :               Pour tout transaction t ∈ T   
                     Faire  
08 :                     Pour chaque itemset s ∈ t de taille k  
                                Faire  
09 :                                  Si   s ∈ Ck  alors  
10 :                                           s.support + + ; 
11 :                                  finsi  
12 :                           Fait ;  
13 :                 Fait ;  
14 :                 Fk ← {s ∈ Ck / s.support ≥ MinSupp} ; 
15 :                 k++ ; 
16 :     Fait ;  
17 :        Retourner F ← ∪k Fk 

La génération de candidats dans Apriori se fait en utilisant un treillis. Une présentation 

détaillée des treillis est donnée en annexe 1. Nous donnons ci-après un exemple de treillis.   
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Exemple 1 : 

Soit I = {A, B, C, D, E} un ensemble d’items. Le treillis des itemsets potentiellement 

fréquents est représenté par le diagramme de Hasse représenté dans la figure Fig. III.4.  

La découverte des itemsets fréquents consiste à extraire du treillis des parties de 

l’ensemble I des itemsets, dont le support dans le contexte d’extraction est supérieur ou égal 

au seuil minimal de support MinSup. 

 

 

Fig. III.4. Trellis des fermés des itemsets potentiellement fréquents  

Génération des candidats pour Apriori avec la procédure Apriori-Gen 

La procédure Apriori-Gen reçoit un ensemble (Fk–1) de (k-1)-itemsets fréquents comme 

paramètre. Elle retourne un ensemble Ck de k-itemsets candidats qui est un sur-ensemble de 

l’ensemble des k-itemsets fréquents. Le pseudo-code de la procédure est présenté dans 

l’algorithme 2. 

ABCDE

ABCE ABCD ABDE ACDE

ACE BCE ABD ACD BCD ADE BDE   CDE

AB AC AE BE BC CE AD CD DE

BCDE 

A B C D E 

∅

ABE 

BD 

ABC 
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Durant la première partie de la procédure (ligne 1 à 5), deux (k-1)-itemsets fréquents p et q 

de Fk–1 sont joints si les (k-2) premiers itemsets qui les composent sont identiques. Le résultat 

de cette jointure est un k-itemset potentiellement fréquent (candidat) qui est inséré dans Ck. 

Durant la deuxième partie (ligne 6 à 12), les k-itemsets candidats dont l’un des 

sous-ensembles s (de taille k-1) ne se trouvant pas dans Fk-1 sont supprimés de Ck.   

Algorithme 2 : Algorithme Apriori_Gen 
Entrée :  Fk-1 : l’ensemble des (k-1)-itemsets fréquents 
Sortie :   Ck : l’ensemble des k-itemsets candidats 

// Etape de jointure 

1 :  insert into Ck 
      2 :  select p[1], p[2],…, p[k - 1], q[k]  

3 :  from Fk – 1  p 
4 :  join  Fk – 1 q 

      5 :  where p[1] = q[1], …, p[k-1] = q[k-1] 

// Etape d’élagage 

6 :  for all itemset c ∈ Ck do  
7 :         for all sub-set s de c where |s| = k-1 do 
8 :                if  s ∉ Fk-1 then 

      9 :         delete c from Ck 
    10 :                endif 
    11 : endfor 
    12 :  endfor 
    13 :   return Ck 

Exemple 2 : (application de l’algorithme Apriori sur un contexte D) 

Soit un contexte d’extraction de règles d’association D constitué de six transactions, 

chacun identifié par son TID, et I = {A, B, C, D, E}, représenté dans la table suivante : 

TID Items  

1 
2 
3 
4 
5 
6 

A      C       D 
B      C       E 
A      B       C      E 
B      E 
A      B       C      E 
B      C       E   
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L’application de l’algorithme Apriori au contexte T pour un seuil minimal de support 

MinSup de 2/6 est représentée dans la figure Fig. III.5. Quatre itérations sont exécutées par 

l’algorithme qui calcule quatre ensembles de candidats et d’itemsets fréquents et réalise 

quatre balayages du contexte. 

 

 

 

 
Fig. III.5. Extraction des itemsets fréquents dans le contexte D avec Apriori pour  

MinSup = 2/6 

III.3.5-  Critiques de la méthode des règles d’association  

Les atouts : 

 Méthode non supervisée à l’exception de la classification de différents articles en produits, 
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 Clarté des résultats : les règles sont faciles à interpréter, 

 Traite des données de taille variable : le nombre de produits dans un achat n’est pas 

forcement défini, 

 Méthode adaptable : on peut faire intervenir des produits virtuels (date, jour, saison) afin 

de « temporaliser » les données à analyser. 

Les désavantages : 

 Pertinence des résultats : ils peuvent être triviaux ou inutiles dans certains cas, 

 Efficacité faible dans certains cas : pour les produits rares, 

 Traitement préalable des données : classement des articles en produits, 

 Le coût calculatoire de la méthode est important : Pour n transactions et k items donnés, 

la taille des tableaux de co-occurrence est : n! / (n - k)! * k! 

Application des règles d’association : 

Les règles d’association ont inspiré une nouvelle discipline à savoir, l’inférence de 

dépendances fonctionnelles à partir de bases de données existantes. La section suivante 

présente l’état de l’art sur cette nouvelle discipline.   

III.4-   Etat de l’art sur la découverte de DFs 

Les approches de l’inférence des DFs et celles de l’inférence des RAs se ressemblent sur 

plusieurs points, et cela vient du fait que les deux règles : 

 opèrent sur les mêmes objets de type  (attribut, tuple), 

 ont une forme semblable (Prémisse ⇒ Conclusion).  

Pour cela, certains auteurs se sont inspirés des méthodes de découverte des RAs  

(présentée dans la section III.3) pour induire des DFs.   

Dans cette sous-section nous présentons d’abord l’intérêt d’inférer les DFs à partir de 

bases données existantes et nous détaillons ensuite deux des plus performantes approches 

d’extraction de DFs existantes dans la littérature. Ces approches sont inspirées bien sûr des 

techniques de Data Mining.   
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III.4.1-  Intérêt de la découverte des dépendances fonctionnelles  

Les dépendances fonctionnelles (cf. chapitre II) sont les contraintes d’intégrité les plus 

couramment rencontrées en base de données. Lors de la conception de systèmes d’information 

ou de bases de données, la connaissance de dépendances fonctionnelles est supposée acquise 

(après la phase d’analyse). Mais, durant la vie d’une base de données, le problème se pose 

dans d’autres termes : quelles sont, à partir des ensembles de données stockées, les 

dépendances effectivement vérifiées ? Ce problème est connu comme celui de l’inférence de 

dépendances fonctionnelles [KIV 95][GOT 90], et s’il a fait l’objet de nombreux travaux 

c’est parce que la réponse apportée à la question précédente est capitale dans plusieurs 

domaines d’application. Tout d’abord, dans la pratique, de nombreuses bases de données ne 

sont pas normalisées pour plusieurs raisons :  

 originellement des erreurs ont pu être commises,  

 des évolutions de schéma non maîtrisées au cours du temps ont pu avoir lieu,  

 des choix d’organisation privilégiant l’optimisation des requêtes ont pu être fait. 

Dans ces différents cas, l’administrateur de bases de données a besoin d’outils pour 

effectuer la ré-organisation logique des bases ou contrôler la satisfaction des dépendances 

fonctionnelles. 

Ensuite, la re-ingénierie (ou reverse engineering) de bases de données s’appuie sur la 

connaissance des dépendances fonctionnelles valides. Il s’agit, à partir d’un schéma logique, 

de reconstituer un schéma conceptuel. Dans ce cadre, l’inférence de dépendances permet 

d’éliminer une contrainte forte, imposée par la plupart des approches existantes, selon laquelle 

le schéma de la base initial est bien conçu et normalisé [PET 96]. 

Il existe également plusieurs domaines d’application pour lesquels la connaissance des 

dépendances fonctionnelles valides est importante : ré-organisation physique de données, 

gestion de caches dans les applications clients/serveurs ou encore systèmes agents 

d’interrogation sur le web [LOP 00][NOV 01]. 

Enfin dans la gestion de datawarehouse (entrepôts de données) le problème est 

particulièrement à l’ordre du jour car lors de la modélisation des dimensions d’analyse 
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(hiérarchies de critères d’analyse), la représentation sous forme de relations fortement 

dénormalisées est préconisée. 

III.4.2-  Approches de découverte des DFs 

Il existe plusieurs approches récentes traitant la découverte des dépendances 

fonctionnelles à partir de bases de données. Elles adoptent les principes de data mining pour 

proposer les algorithmes les plus efficaces permettant de répondre au problème posé. Les 

approches rencontrées dans la littérature sont les suivantes : TANE [HUH 99], DepMiner 

[LOP 00], FastFDs [WYS 01], FUN [NOV 01].  

Nous proposons d’abord d’exposer un algorithme naïf, ensuite, nous présentons les 

systèmes Dep-miner et TANE.  

III.4.2.1-  Algorithme naïf 

L’algorithme 3 ci-après fonctionne de la manière suivante : A chaque attribut A de la 

relation, on lui associe tous les sous ensembles de R -{A} comme partie gauche. Le nombre 

de DFs testées est donc de l’ordre de (|R| ∗ 2|R| - 1).    

Algorithme 3 : Algorithme naïf  [MAN 94b]  
Entrée : r, une relation sur R 
Sortie : F, une couverture de dep(r) 
1 :    F ← ∅ 
2 :    for all A∈ R do 
3 :     for all X ⊆ R   do 
4 :       if  r |= X→ A then  
5 :  F ← F ∪ {X → A} 
6 :       end if  
7 : end for 
8 :     end for 

Cet algorithme est loin d’être optimal pour différentes raisons, qui sont : 

 la couverture obtenue est de très grande taille puisque nous obtenons toutes les DFs. Par 

exemple, aucune déduction n’est faite en utilisant les axiomes d’Armstrong à partir des 

DFs découvertes précédemment, 

 l’algorithme est exponentiel par rapport au nombre d’attributs dans tous les cas. 
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III.4.2.2-  Algorithme Dep-miner  

L’algorithme Dep-miner [LOP 00b] détermine à la fois les DFs minimales non triviales et 

les relations d’Armstrong réelles. L’algorithme 4 présente le pseudo-code de Dep-miner 

(algorithme de découverte des DFs minimales non triviales valides dans une base de 

données).  

Algorithme 4 : Dep-miner : algorithme général 
Entrée : r, une relation. 
Sortie : F, Dépendances fonctionnelles minimales et relations d’Armstrong réelles pour r. 

1. AGREE_SET : calcul des ensembles en accord à partir de r ; 
2. CMAX_SET : dérivation des compléments des ensembles maximaux à partir des 

ensembles en accord ; 
3. LEFT_HAND_SIDE : calcul des parties gauches des DFs minimales à partir des 

compléments des ensembles en maximaux ; 
4. FD_OUTPUT : afficher des DFs minimales 
5. ARMSTRONG_RELATION : construction d’une relation d’Armstrong réelle 
      à partir des ensembles maximaux. 

Exemple 3 : 

Soit la relation Affectation(id, empno, depno, annee, depnom, dir) sur laquelle nous allons 

dérouler les deux algorithmes de découverte de DFs (Dep-miner et TANE) 

ID A=empno B=depno C=annee D=depnom E=dir 
1 1 1 85 Biochimie 5
2 1 5 94 Admission 12
3 2 2 92 Informatique 2
4 3 2 98 Informatique 2
5 4 3 98 Géophysique 2
6 5 1 75 Biochimie 5
7 6 5 88 Admission 12

Phase de prétraitement de l’algorithme Dep-miner  

Cette phase est primordiale dans l’algorithme Dep-miner, elle permet de passer de 

l’espace des tuples c’est-à-dire toute la base de données à un espace plus réduit, celui de la 

base des partitions élaguées, qui correspond à l’ensemble des tuples ayant au moins une 

valeur commune avec un autre tuple pour un attribut donné. L’élagage dans cet algorithme est 

donc fait à l’avance par rapport aux autres algorithmes présents dans la littérature. 

L’algorithme 5 décrit les étapes de découverte de la base des partitions élaguées d’une 

relation r.  
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Algorithme 5 : Algorithme de prétraitement  
Entrée : r, une relation sur R 
Sortie :  ř,  la base des partitions élaguées de la relation r 

//  Détermination de la classe d’équivalence du tuple ti ∈ r par rapport à l’attribut A ∈ R, notée [ti]A,  qui est définie 
par : [ti]A  = {tj ∈ r  / ti[A] = tj[A]} 

01:  for all    ti ∈ r    do  
02:    for all   A ∈ R  do 
03:                  [ti]A ← ∅  
04:      endfor 
05:   endfor 
06:  for all    ti ∈ r    do  
07:    for all   A ∈ R  do 
08:    if   ti[A] = tj[A]   then   
09:     [ti]A ←   [ti]A   ∪ {tj} 
10:    endif 
11:   endfor 
12:  endfor 

//  Soit πA l’ensemble des classes d’équivalence qui représente une partition de r par rapport à l’attribut A. πA est 
définie par : πA = {[t]A / t ∈ r}  

13:     for all  A ∈ R  do 
14:   πA ← {[t]A / t ∈ r} 
15:  endfor 

//   Soit ^πA  la partition élaguée de la partition associée à l’attribut A est définie par : ^πA = {c ∈ πA / |c| >1}, où 
c est une classe d’équivalence.  

16:    for all   A ∈ R    do  
17:           ^πA ← ∅  
18:  endfor 
19:  for all   A ∈ R    do 
20:   for all   [t]A ∈ A    do 
21:     if   | [t]A | > 1   then 
22:     ^πA ← ^πA  ∪   [t]A   
23:    endif 
24:   endfor 
25:  endfor 

//   La base des partitions élaguées ř de la relation r correspond à l’union des différentes partitions élaguées des 
attributs de R. ř est définie par : ř = ∪A∈R ^πA  

26:  ř ← ∅ 
27:  for all    A ∈ R   do  
28:    ř ← ř   ∪ ^πA     
29:  endfor    
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Remarque : 

 Cette phase n’a pas été présentée ainsi dans l’algorithme Dep-miner, nous avons choisi de 

regrouper les différentes étapes sous forme d’un algorithme pour mieux les formalisées. 

Application sur l’exemple : 

- les partitions de chaque attribut de la relation sont :  

πA = {{1, 2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}},   πB = {{1, 6}, {2, 7}, {3, 4}, {5}},  

πC = {{1}, {2}, {3}, {4, 5}, {6}, {7}},   πD = {{1, 6}, {2, 7}, {3, 4}, {5}}, 

πE = {{1, 6}, {2, 7}, {3, 4, 5}}. 

- les partitions élaguées sont :  

^πA = {{1, 2}},     ^πB = {{1, 6}, {2, 7}, {3, 4}},  

^πC = {{1}, {2}, {3}, {4, 5}},   ^πD = {{1, 6}, {2, 7}, {3, 4}},  

^πE = {{1, 6}, {2, 7}, {3, 4, 5}}. 

- la base des partitions élaguées associée à la relation r, est : ř = {^πA, ^πB, ^πC, ^πD, ^πE} 

Découverte des ensembles en accord de r 

Les ensembles en accord de r sont découverts par l’algorithme 6, résultant du lemme 1 

décrit ci-dessous. Cet algorithme opère de la façon suivante : en ligne 01 à 06, on calcule les 

classes d’équivalence maximales à partir de la base de partitions élaguées ř. Puis, pour chaque 

classe d’équivalence maximale, tous les couples possibles sont générés (ligne 07 à 14). Les 

ensembles en accord sont alors calculés (lignes 15 à 23) pour tous les couples de tuples 

générés (car deux tuples de deux classes d’équivalence différentes sont en désaccord pour 

chaque attribut de R). Finalement, l’ensemble des ensembles en accord de r, noté ag(r) est mis 

à jour (ligne 24 à 26).    

Définition 8 : (Classe d’équivalence maximales) 

Soit ř une base de partitions élaguées. L’ensemble MC des classes d’équivalence maximales 

de ř est défini comme suit : MC = Max⊆ {c ∈ ^πA/  ^πA ∈ ř}. Tel que c est une classe 

d’équivalence appartenant à la partition élaguée ^πA de l’attribut A. 
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Lemme 1 : L’ensemble en accord d’une relation r correspond à l’union des ensembles en 

accord des couples de tuples appartenant à une même classe c de l’ensemble de classes 

d’équivalence maximales MC. Formellement :     ag(r) = ∪c ∈ MC ag(c). □ 

Preuve 

c ∈ MC est une classe d’équivalence. Donc, c est un ensemble de tuples et ag(c) est bien 

défini. 

(⊇)      La classe d’équivalence c est un sous-ensemble de tuples de r. Donc, l’inclusion est 

évidente. 

(⊆)    Considérons un ensemble X∈ag(r). Par définition, ∃ ti, tj∈ r / ∀A∈ X, ti.A = tj.A. D’où,  

∀A∈ X, ti, tj∈[tj]A ∈ ^πA. Par définition de MC, ∃ c ∈ MC/ ti, tj ∈ c.  

Donc ag(r) ⊆ ∪c∈MC ag(c). □ 

Algorithme 6 : AGREE_SET : calcul des ensembles en accord à partir de r. 
Entrée : ř,  la base des partitions élaguées de la relation r 
Sortie : ag(r), les ensembles en accord de r 

01:   MC ← ř ;                //  Calcul des classes d’équivalence maximales MC de ř.   
02: for all   c ∈ ^πA  do 
03:  if    ∃ c’ tel que  c ⊂ c’   then 
04:                        MC ←  ř  \  c ;     
05:  endif ;  
06: endfor ; 
07 :  ag(r) ← ∅ ;              //  Calcul des ensembles en accord ag(r) 
08 :  couples ←  ∅ ; 
09 :   for all classes d’équivalence maximales  c ∈ MC do  
10 :         for all couples (t, t’) ∈ c do 
11 :  couples ← couples ∪ (t, t’) ; 
12 :  ag(r) ← ∅ ; 
13 :        end for ; 
14 : end for ; 
15 : for all  ^πA ∈ ř do 
16 :             for all classes d’équivalence  c  ∈ ^πA  do 
17 :     for all (t, t’) ∈ couples  do    
18 :    if  t ∈ c and  t’ ∈ c  then 
19 :             ag(t, t’) ← ag(t, t’) ∪ {A}; 
20 :    end if ; 
21 :   end for ; 
22 :        end for ; 
23 : end for ; 
24 : for all couples (t, t’) ∈ couples do 
25 :  ag(r) ← ag(r) ∪ ag(t, t’) ; 
26 : end for ; 
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Application sur l’exemple : 

- L’ensemble MC pour l’exemple précédent est : MC = {{1, 2}, {1, 6}, {2, 7}, {3, 4, 5}} 

- à partir de MC, les couples générés sont : {{1, 2}, {1, 6}, {2, 7}, {3, 4}, {4, 5}, {3, 5}} 

Le déroulement de l’algorithme est illustré par le tableau suivant dans lequel les colonnes 

montrent le traitement des couples pour les différentes classes d’équivalence. Notons que 

chaque colonne correspond à une itération du calcul des ensembles en accord (boucle entre 16 

à 23).  

Initialisation  {1, 2} ∈^πA {1, 6} ∈^πB {2, 7} ∈^πB {3, 4} ∈^πB {4, 5} ∈^πC 

ag(1, 2) = ∅ 

ag(1, 6) = ∅ 

ag(2, 7) = ∅ 

ag(3, 4) = ∅ 

ag(3, 5) = ∅ 

ag(4, 5) = ∅ 

ag(1, 2) = A 

ag(1, 6) = ∅ 

ag(2, 7) = ∅ 

ag(3, 4) = ∅ 

ag(3, 5) = ∅ 

ag(4, 5) = ∅ 

ag(1, 2) = A 

ag(1, 6) = B 

ag(2, 7) = ∅ 

ag(3, 4) = ∅ 

ag(3, 5) = ∅ 

ag(4, 5) = ∅ 

ag(1, 2) = A 

ag(1, 6) = B 

ag(2, 7) = B 

ag(3, 4) = ∅ 

ag(3, 5) = ∅ 

ag(4, 5) = ∅ 

ag(1, 2) = A 

ag(1, 6) = B 

ag(2, 7) = B 

ag(3, 4) = B 

ag(3, 5) = ∅ 

ag(4, 5) = ∅ 

ag(1, 2) = A 

ag(1, 6) = B 

ag(2, 7) = B 

ag(3, 4) = B 

ag(3, 5) = ∅ 

ag(4, 5) = C 

 
{1, 6} ∈^πD {2, 7} ∈^πD {3, 4} ∈^πD {1, 6} ∈^πE {2, 7} ∈^πE {3, 4, 5} ∈^πE 

ag(1, 2) = A 

ag(1, 6) = BD  

ag(2, 7) = B  

ag(3, 4) = B  

ag(3, 5) = ∅ 

ag(4, 5) = C  

ag(1, 2) = A  

ag(1, 6) = BD  

ag(2, 7) = BD  

ag(3, 4) = B  

ag(3, 5) = ∅ 

ag(4, 5) = C  

ag(1, 2) = A  

ag(1, 6) = BD  

ag(2, 7) = BD  

ag(3, 4) = BD  

ag(3, 5) = ∅ 

ag(4, 5) = C  

ag(1, 2) = A  

ag(1,6) = BDE  

ag(2, 7) = BD  

ag(3, 4) = BD  

ag(3, 5) = ∅ 

ag(4, 5) = C  

ag(1, 2) = A  

ag(1,6) = BDE  

ag(2,7) = BDE  

ag(3, 4) = BD  

ag(3, 5) = ∅ 

ag(4, 5) = C  

ag(1, 2) = A  

ag(1, 6) = BD  

ag(2, 7) = BD  

ag(3,4) = BDE  

ag(3, 5) = E 

ag(4, 5) = CE  

- Les ensembles en accord suivants sont découverts : 

ag(1, 2) = A,  ag(2, 7) = BDE,  ag(3, 5) = E,  ag(1, 6) = BDE,  ag(3, 4) = BDE,  ag(4, 5) = CE. 

D’où, nous obtenons ag(r) = {∅, A, BDE, CE, E}. 

Dérivation des compléments  des ensembles maximaux 

L’algorithme 7 permet le calcul des compléments des ensembles maximaux à partir des 

ensembles en accord. Le lemme 2 prouve sa correction.  

Lemme 2 : Max(dep(r)) = Max ⊆ {X ∈ ag(r) / A ∉ X}. □ 
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Tout d’abord nous calculons les ensembles maximaux pour chaque attribut de R (ligne 1 à 3) : 

pour un attribut A de R, les ensembles en accord qui ne contiennent pas A et qui sont 

maximaux par rapport à l’inclusion sont ajoutés aux ensembles maximaux (ligne 2). Trouver 

les compléments des ensembles maximaux cmax(dep(r), A) est trivial (ligne 4 à 9). 

Algorithme 7 : CMAX_SET : dérivation des compléments des ensembles maximaux à partir 
des ensembles en accord 

Entrée : les ensembles en accord sur r : ag(r) 
Sortie :   les compléments des ensembles maximaux : CMAX(dep(r)) 
01 :  for all  A∈ R do  
02 :              max(dep(r), A) ← Max ⊆ {X ∈ ag(r)/ A∉ X}  
03 : endfor 
04 : for all   attribute A ∈  R  do 
05 :    cmax(dep(r), A) ← ∅ 
06 :  for all   X ∈  cmax(dep(r), A)   do 
07 :   cmax(dep(r), A) ←  cmax(dep(r), A) ∪ (R / X) 
08 :  endfor 
09 : endfor 

Application sur l’exemple : 

Appliqué à notre exemple, l’algorithme produit les résultats suivants : 

max(dep(r), A)={BDE, CE}                   cmax(dep(r), A)= {AC, ABD} 

max(dep(r), B)={A, CE}                        cmax(dep(r), A)= {BCDE, ABD} 

max(dep(r), C)={A, BDE}                      cmax(dep(r), A)= {BCDE, AC} 

max(dep(r), D)={A, CE}                        cmax(dep(r), A)= {BCDE, ABD} 

max(dep(r), E)={A}                                cmax(dep(r), A)= {BCDE} 

Calcul des parties gauches des DFs  

Pour trouver les parties gauches des DFs minimales à partir des ensembles maximaux, les 

notions d’hypergraphe et de transversal doivent être introduites (cf. voir [MAN 94b]).  

Définition 9 : (Hypergraphe) 

Une collection H de sous-ensembles de R est un hypergraphe simple si  ∀ X ≠ ∅  et (X, Y ∈ H  

et X ⊆ Y ⇒ X = Y} [BER 76].  
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Les éléments de H sont appelés les arêtes de l’hypergraphe et les éléments de R sont les 

sommets de l’hypergraphe. La collection cmax(dep(r), A) des compléments des ensembles 

maximaux max(dep(r), A) est un hypergraphe simple.  

Définition 10 : (Transversal)  

Un transversal T de H est un sous-ensemble de R dont l’intersection avec toutes les arêtes de 

H n’est pas vide, i,e. T ∩ E ≠ ∅, ∀E ∈ H .  

Un transversal minimal de H est un transversal T tel qu’il n’existe pas de transversal T’, T’⊂ 

T.  

La collection des transversaux minimaux de H notée Tr(H). Les transversaux minimaux de 

H d’un hypergraphe simple sont reliés aux parties gauches des DFs minimales [MAN 94b] 

[MAN 94c] par : 

Tr(cmax(dep(r), A)) = lhs(dep(r), A). 

Notations utilisées par l’algorithme 8 

LHSi[A]             ensemble des parties gauches des DFs minimales non triviales de taille i. 

lhs(dep(r), A)      ensemble des parties gauches des DFs minimales 

Li+1                       ensemble  des  parties gauches candidates de taille (i+1). L1 ={A / A∈R} 

                             Li+1 = {X / |X |   = i + 1 et ∀ Y ⊂ X  et |Y | = i on a Y ∈ Li} et, 

L’algorithme 8 initialise l’ensemble Li avec les attributs présents dans cmax(dep(r), A) 

(ligne 3). La collection des transversaux minimaux est calculée comme suit (ligne 4 à 9) : 

pour chaque l ∈ Li, nous testons si l est un transversal (ligne 5). Si c’est le cas, l est enregistré 

(ligne 5) dans LHSi et est supprimé (ligne 6) de Li (tous les sur-ensembles de l sont des 

transversaux non maximaux). Le niveau suivant est généré (ligne 7) en adaptant la fonction 

Apriori-Gen. 
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Algorithme 8 : LEFT_HAND_SIDE : calcul des parties gauches des dépendances 
fonctionnelles à partir des compléments des ensembles maximaux 

Entrée :   les compléments des ensembles maximaux : cmax(dep(r)) 
Sortie :    les parties gauches des dépendances fonctionnelles minimales : lhs(dep(r)) 
1 :  for all  attribute A ∈ R  do 
2 :           i ← 1; 
3 :           Li ← {B / B ∈  X,   X ∈ cmax(dep(r), A)}; 
4 :           while   Li  ≠ ∅  do    
5 :            LHSi[A] ← {l ∈  Li / l ∩ X ≠ ∅, ∀ X ∈ cmax(dep(r), A) }; 
6 :            Li  ←  Li  /  LHSi[A] ; 
7 :            Li+1 ← {l’ / |l’| = i+1 et ∀ l / |l| = i, l ∈ Li} ; 
8 :            i ← i + 1; 
9 :           end while; 
10 :            lhs(dep (r), A)  ←  ∪i  LHSi[A]; 
11 : end for ; 

Application sur l’exemple : 

Pour l’attribut A : 

Initialisation :                    Première itération                          seconde itération 

L1= {A, B, C, D}               LHS1[A] = {A}                               LHS2[A] = {BC, CD} 

                                           L1= {B, C, D}                                L2= {BD} 

                                           L2 = {BC, BD, CD}                       L3 = ∅ 

- Finalement, nous obtenons, les ensembles suivants : 

lhs(dep(r), A) = {A, BC, CD}, lhs(dep(r), B) = {AC, AE, B, D}, lhs(dep(r), C) = {AB, AD, AE, 

C}, lhs(dep(r), D) = {AC, AE, B, D}, lhs(dep(r), A) = {B, C, D, E} 

Inférence des DFs minimales non triviales  

L’algorithme 9 affiche pour chaque attribut A∈ R, les DFs valides dans r et qui ont pour 

partie droite A, et cela en considérant les parties gauches de l’ensemble lhs(dep(r), A). 

Algorithme 9 : FD_OUTPUT : Inférence des dépendances fonctionnelles minimales  
Entrée :   lhs(dep (r)) : les parties gauches  
Sortie :   F, ensemble de dépendances fonctionnelles minimales non triviales valide dans r. 
1 :  for all  attributs A ∈ R  do 
2 : for all   X ∈ lhs(dep (r), A)  / X ≠ {A}  do 
3 :            Afficher X→ A  
4 : end for 
5 :  end for 
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Application sur l’exemple : 

Sur la relation de notre exemple, les DFs minimales non triviales suivantes sont vérifiées. 

r  |= BC → A   r  |= AC → C   r  |= B → D 

r  |= CD → A    r  |= AD → C   r  |= B → E 

r  |= AC → B   r  |= AE → C   r  |= C → E 

r  |= AE → B   r  |= AC → D     r  |= D → E 

r  |= D → B   r  |= AE → D    

III.4.2.3-  Algorithme TANE  

L’algorithme TANE [HUH 99] découvre les dépendances fonctionnelles non triviales. 

L’approche est basée sur un algorithme par niveau qui commence en cherchant les 

dépendances fonctionnelles ayant une petite partie gauche (i.e. ayant le moins de chance 

d’être valides). Il partitionne l’ensemble des tuples d’une relation par rapport aux valeurs 

qu’ils prennent pour un ensemble d’attributs. Pour s’assurer qu’une DF est valide, il vérifie 

que, quand les tuples sont en accord sur sa partie gauche, ils sont aussi en accord sur sa partie 

droite.  

Les partitions dans TANE 

L’algorithme conserve des informations sur les tuples en accord sur un ensemble 

d’attributs. Pour cela, il utilise les notions de classe d’équivalence et de partitions présentées 

dans l’algorithme Dep-miner. Le lien entre partitions et dépendances fonctionnelles se fait par 

l’intermédiaire du concept de raffinement.    

Définition 11 : (Raffinement)  

Une partition π est un raffinement d’une partition π’ si toute classe d’équivalence de π est un 

sous ensemble d’une classe d’équivalence de π’.  

Le lemme 3 établit le lien entre DF et raffinement de partition. 

Lemme 3 [COS 86][HUH 99] : 

Une dépendance fonctionnelle X → A est valide si et seulement si πX est un raffinement de 

π A. □ 
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Application sur l’exemple : 

Dans notre exemple, pour tester la DF D→E, nous considérons les partitions πD = {{1, 6}, 

{2, 7}, {3, 4, 5}}et π E = {{1, 6}, {2, 7}, {3, 4}, {5}}. On constate que chaque classe 

d’équivalence de πD est incluse dans une classe d’équivalence de πE d’où la DF D→E est 

valide.  

Pour la DF A→B, on a πA = {{1, 2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}}et πB = {{1, 6}, {2, 7}, {3, 

4}, {5}} : la classe d’équivalence {{1, 2}de πA n’est incluse dans aucune des classes 

d’équivalence de πB et donc A→B n’est pas vérifiée.  

Le test peut encore être simplifié suivant le lemme 4.  

Lemme 4 [HUH 99] :  Une dépendance fonctionnelle X → A est valide si et seulement si π 

X=  π X ∪A |.� 

Application sur l’exemple : 

π D= 4 =  π DEd’où la DF D → E est valide. Et la DF A → B n’est pas vérifiée car πA= 

6 ≠π AB| = 7. 

Pour améliorer les temps de traitement ainsi que l’occupation mémoire, deux 

optimisations sont utilisées : les partitions élaguées et la fonction g3.  

La fonction g3 : cette fonction permet de mesurer l’erreur pour qu’une DF soit vérifiée : cette 

mesure représente le nombre de tuples à supprimer de la relation pour que la dépendance 

fonctionnelle devienne valide. On définit particulièrement g3(X) qui représente le nombre de 

tuples à supprimer de la relation pour que X devient une super-clé : g3(X) = 1 - πX/ r. 

Cette dernière peut être calculée à partir des partitions élaguées par g3(X) = (||^πX|| - |πX|) 

/roù ||^πX|| est la somme des tailles des classes d’équivalence de ^πX. On peut remarquer 

que la valeur de la fonction est 0 lorsque l’ensemble sur lequel elle est appliquée est une 

super-clé.  

Le lemme 4  peut être alors remplacer par le lemme suivant : 

Lemme 5 : une DF X → A est valide si et seulement si g3(X) = g3(X ∪ A).� 
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Application sur l’exemple : 

Pour tester le DF D→E, on considère ^πD = {{1, 6}, {2, 7}, {3, 4}}, ^πD  = 

{{1, 6},{2, 7},{3, 4}}. Comme g3(D) = (6-3)/7 = 3/7 = g3(DE), la DF est vérifiée. 

De même, la DF A→B n’est pas vérifiée car g3(A) = (2-1)/7 = 1/7 ≠ g3(B)=(0-0)/7 = 0. 

L’algorithme TANE est un algorithme par niveau : il commence par tester les singletons 

et parcourt le treillis des parties niveau par niveau. Pour un ensemble d’attributs X, il teste 

toutes les dépendances fonctionnelles de la forme X -{A} → A pour tout attribut A ∈ X. Une 

arête entre X et X ∪ A représente la dépendance fonctionnelle X → A. de plus, l’élagage du 

treillis est effectué le plus tôt possible. L’algorithme 10 représente le pseudo-code de TANE. 

Algorithme 10 : TANE  
Entrée : r, une relation sur R 
Sortie : F, une couverture de dep(r) 
1 :  F ← ∅ ; 
2 : L0 ← {∅}; 
3 : C+(∅) ← R ; 
4 : L1← {{A} A∈ R}; 
5 : i ← 1; 
6 : while Li ≠ ∅ do 
7 :   COMPUTE-DEPENDENCIES (Li, F) ; 
8 :  PRUNE (Li, F) ; 
9 :  Li+1 ← GENERATE-NEXT-LEVEL (Li, F) ; 
10 :  i ← i+1 ; 
11 :  end while ; 

La procédure COMPUTE-DEPEDENCIES  

La procédure COMPUTE-DEPEDENCIES détermine les DFs X -{A} → A minimales, 

non triviale valides en se basant sur le lemme 6. 

Définition 12 : (Ensemble de parties droites optimisées)  

L’ensemble de parties droites optimisé C+(X) est défini par :  

C+(X) = {A ∈ R | ∀B ∈ X, X -{A, B}→ B  n’est pas valide}. 

Lemme 6 :  

Soient A ∈ X et X -{A}  → A une DF valide. La DF X -{A}→ A est minimale si et 

seulement si ∀ B ∈ X, A ∈ C+(X /B). � 
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Remarque : 

 Le lemme 6 montres que l’ensemble des parties droites optimisées C+(X) peut être utilisé 

pour tester la minimalité des DFs.  

L’algorithme 11, présenté ci-dessous, représente le pseudo-code de la procédure 

COMPUTE-DEPENDENCIES. 

Algorithme 11 : COMPUTE-DEPEDENCIES (Li, F) 
Entrée : Li, les candidats de niveau i ; F, l’ensemble de dépendances fonctionnelles valides 
courant  
Sortie :  F, mise à jour avec les dépendances fonctionnelles du niveau Li 
1 : for all X ∈ Li do 
2 :  C+(X) ← ∩ A∈X  C+(X  -{A});  
3 : end for; 
4 :  for all  X ∈ Li do 
5 :  for all A∈ X ∩ C+(X) do 
6 :       if  X –{A} → A est valide  then    
7 :   F ← F ∪ {X-{A} → A}; 
8 :   C+(X) ← C+(X) -{A};  
9 :   for all   B ∈ R -{X}   do  
10 :       C+(X) ← C+(X) -{B}; 
11:   end for; 
12:      end if; 
13:  end for; 
14:    end for; 

La procédure PRUNE  

La procédure PRUNE permet d’élaguer l’ensemble C+(X) en s’appuyant sur le lemme 7.  

Lemme 7 : Soient B ∈ X et  X -{B}→ B une DF valide. 

 Si X → A est valide alors X ∪B → A est valide ; 

 Si X  est une super-clé alors X -{B}est une super-clé. 

La première partie de ce lemme permet de supprimer des candidats dans les ensembles de 

parties droites candidates (si C+(X) = ∅ alors X est enlevé). On obtient donc C+(X), un 

ensemble de parties droites optimisé. La deuxième partie du lemme 4 permet d’élaguer tous 

les ensembles représentant une clé de la relation : en effet, une DF ayant une super-clé qui 

n’est pas une clé dans sa partie gauche ne peut pas être minimale. 
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Algorithme 12 :   Prune (Li, F) 
Entrée : Li, les candidates de niveau  i ; F, l’ensemble de dépendances fonctionnelles valides 
courant 
Sortie :    Li élaguer, F mise à jour avec les dépendances fonctionnelles du niveau Li . 
1 : for all   X ∈  Li   do  
2 :       if   C+(X) = ∅  then 
3 :  Li ← Li -{X} 
4 :       end if 
5 :       if   X est une super-clé   then 
6 :  for all  A ∈ C+(X) -{X}  do   
7 :      if   A ∈ ∩ B ∈X C+(XA -{B})  then 
8 :    F ← F ∪ {X→A} 
9 :      end if 
10 :  end for 
11 :             Li ← Li  - {X} 
12 :       end if 
13 : end for 

La procédure GENERATE-NEXT-LEVEL  

La procédure GENERATE-NEXT-LEVEL détermine le niveau Li+1 à partir du niveau Li. 

La procédure PREFIX-BLOCKS(Li) partitionne Li en des blocs disjoints comme suit : Soit 

un ensemble X ∈ Li contenant une liste d’attributs. Deux ensembles X, Y ∈ Li appartiennent 

tous deux au même bloc de préfixe si ils ont tous les deux un préfix commun de longueur (i-

1). 

Algorithme 13 :   GENERATE-NEXT-LEVEL (Li, F)     
Entrée : PREFIX-BLOCKS(Li), partition de Li 
Sortie :  Li+1, ensemble de candidates de niveau i+1  
1 :  Li+1  ← ∅ 
2 : for all  K ∈ PREFIX-BLOCKS(Li )  do 
3 :       for all {Y, Z} ⊆ K, Y≠ Z do 
4 :  X ← Y ∪ Z 
5 :  if for all A ∈ X,  X /{A} ∈ Li  then 
6 :       Li+1  ← Li+1  ∪ {X} 
7 : return Li+1    

Apports de TANE  

 Tester la validité : pour tester la validité des dépendances fonctionnelles X -{A} → A, 

l’algorithme a besoin des partitions élaguées ^πX / A  et ^πX. En fait, les partitions sont 
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calculées à partir de deux partitions déjà obtenues : par exemple, ^πX  est le produit de ^πX / 

A et ^πA. Ce produit est la partition la moins raffinée qui raffine les deux partitions. 

 Tester la minimalité : pour savoir si une DF X -{A}→ A est minimale, il faut vérifier si la 

DF Y -{A} → A est valide pour un ensemble propre Y de X. cette information est 

conservée dans l’ensemble C(X -{A}) des parties droites candidates. Un attribut A se 

trouve dans C(X) s’il ne dépend d’aucun sous ensemble propre de X : c'est-à-dire que soit 

A est dans X  et X -{A}→ A n’est pas valide, soit A n’est pas dans X. pour tester la 

minimalité d’une DF, il suffit de tester la validité de la DF X -{A}→ A où A ∈ X et 

A ∈ C(X -{B}), ∀ B ∈ X. 

 Elagage : l’algorithme par niveau permet de supprimer d’un coup un ensemble et tous ses 

sur-ensembles. Dans le cas présent, le fait que l’ensemble C(X) soit vide implique que 

C(Y) l’est aussi pour tout sur-ensemble Y de X. Donc, aucune DF de la forme Y -{A}→ A 

ne peut être minimale. 

III.5-  Conclusion  

Sachant que le domaine d’Extraction de Connaissances dans les Données est un domaine 

très vaste, ce chapitre n’a été en fait qu’un petit aperçu sur ce domaine. Par conséquent, les 

notions que nous avons voulu détailler sont celles qui s’apparentent à notre problématique, 

c'est-à-dire « l’inférence des dépendances fonctionnelles floues ».  

Nous avons jusqu’ici présenté les principales approches existantes dans la littérature (Dep-

miner et TANE) pour l’inférence des DFs. Les approches que nous avons ainsi présenté 

traitent de l’inférence de DFs pour des bases de données classiques.  

Comme nous l’avons déjà fait remarquer, certaines bases de données peuvent contenir des 

informations imprécises, incomplètes et/ou manquantes. De telles bases de données sont 

appelées Bases de Données Floues (BDFs). De la même manière, les DFs résultantes de telles 

bases sont appelées Dépendances Fonctionnelles Floues (DFFs).    

Dans le chapitre suivant, nous allons présenter les modèles de bases de données floues 

existants proposés par la communauté scientifique et au passage donner un résumé sur la 

théorie des ensembles flous et la théorie des possibilités. Enfin, nous présenterons les DFFs.   
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Il existe différentes théories décrivant la modélisation et le raisonnement à partir de 

connaissances imparfaites. Les principales sont la théorie des probabilités, les fonctions de 

croyances [SAF 76], la théorie des sous-ensembles flous [ZAD 65] et la théorie des 

possibilités [ZAD 78]. Les notions de base des deux dernières théories seront présentées dans 

les sections § IV.1 et § IV.2 respectivement. La deuxième partie de ce chapitre traite les 

principaux modèles flous de bases de données présents dans la littérature. Enfin, nous faisons 

un état de l’art exhaustif sur les différents modèles de dépendances fonctionnelles floues et les 

approches existantes pour la découverte de ces dernières.   

IV.1-  Théorie des ensembles flous  

Du moment que nous avons retenu la théorie des ensembles flous et la théorie des 

possibilités comme cadre de modélisation de l’imprécision, nous présentons dans cette section 

de manière très synthétique les éléments de la théorie des ensembles flous nécessaires à la 

compréhension des modèles de bases de données floues. Afin de situer cette théorie dans le 

temps, nous donnons un petit historique sur l’émergence des ensembles flous dans différents 

domaines. 

Dans la suite de ce chapitre, nous confondrons ensemble flou et sous-ensemble flou et 

utiliserons indifféremment ces deux appellations sachant qu’un sous-ensemble de manière 

générale est lui-même un ensemble.   

IV.1.1-  Historique sur la théorie des ensembles flous 

L’histoire des sous-ensembles flous a connu de nombreux temps forts, dont certains des 

plus marquants sont donnés ci-après [BOS 04] : 

 1965 : publication du papier fondateur de Lotfi. A. Zadeh, 
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 Début des années 70 : suggestion d’une approche de type "système expert" en commande 

par des règles floues de la forme "si …alors…", 

 1973 : parution du premier livre sur les ensembles flous écrit par A. Kaufmann, 

 1975 : premiers résultats d’application des règles floues par Mamdani et Assilian, 

 1978 : introduction de la théorie des possibilités, nouveau cadre théorique de traitement de 

l’incertain fondé sur les ensembles flous, 

 1978 : parution du premier numéro de la revue internationale "Fuzzy Sets and Systems", 

 Seconde moitié des années 70 : forte activité en commande floue en Europe (Angleterre, 

Danemark, Pays-Bas notamment) avec application à des processus industriels, 

 1985 : premier congrès de l’IFSA (International Fuzzy Systems Association) dont une 

édition a lieu depuis cette date tous les deux ans, 

 Fin des années 80 : percée spectaculaire du flou au Japon avec de nombreuses applications 

industrielles allant du métro de Sendai aux photocopieurs en passant par les appareils 

électroménagers, les caméscopes, les appareils photo et les chaînes hifi,  

  1989 et 1990 : voyage d’étude français au Japon qui vont permettre la reconnaissance du 

domaine (club CRIN, groupe de travail OFTA) et conduire à la mise en place de la 

conférence francophone annuelle sur la logique floue et ses applications (LFA), 

 Débuts des années 90 : développement important des applications en Allemagne avec 

soutien fort des pouvoirs publics, 

 1992 : première conférence internationale de l’IEEE (FUZZ-IEEE) à San Diego qui se 

déroule annuellement depuis, 

 1993 : parution du premier numéro de la revue internationale "IEEE Transactions on 

Fuzzy Systems", 

 1999 : création de la société savante européenne EUSFLAT.   

IV.1.2-  Eléments de base de la théorie des ensembles flous 

La  théorie  des  sous-ensembles flous  a  été introduite  par Lofti  Zadeh en 1965 

[ZAD 65]. Zadeh étant automaticien, le domaine d’application initial des ensembles flous 

était la commande floue. Cependant, les ensembles flous ont reçu une attention dans de 

nombreuses autres communautés et spécialités, comme nous l’avons vu dans l’historique. 

Parmi les  domaines  utilisant  cette  théorie, se  trouve la modélisation de la représentation 

humaine des connaissances. Ils sont utilisés soit pour modéliser l'imprécision, soit pour 
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représenter des informations sous forme linguistique assimilable par un système expert (les 

variables linguistiques). 

Les sous-ensembles flous ont permis aussi d’améliorer les performances des systèmes de 

décision.  

Remarques : 

 Dans ce qui suit un ensemble classique est représenté par les lettres A, B, C, etc., et un 

sous-ensemble flou est représenté par les lettres E, F, G, etc, 

Définition 1 : (sous-ensemble flou) 

Soit X un univers de discours. Un sous-ensemble flou E dans X est entièrement défini par une 

fonction d'appartenance µF qui a chaque élément x de X associe un degré d'appartenance µE(x) 

(µE(x) ∈ [0, 1]). 

Un ensemble flou discret E peut être représenté comme suit : 

E = µE(x1)/x1+µE(x2)/x2+…+µE(xn)/xn  

Ou bien       E = {µE(x1)/x1, µE(x2)/x2,…, µE(xn)/xn}                                          (IV.1) 

 Le degré d’appartenance µE(x) exprime la caractéristique de transition graduelle et non 

brutale entre l'appartenance complète et la non appartenance totale de l’élément x à 

l’ensemble E. Tel que : 

 0               non appartenance totale (x n'appartient pas du tout à E). 

µE(x) =      t ∈ ]0, 1[    plus µF(x) se rapproche de 1, plus x appartient à E. 

1                appartenance complète (x appartient complètement à E). 

Exemple 1 : 

Supposons que nous voulions définir l’ensemble des personnes de «taille moyenne». En 

théorie des ensembles dite classique, nous conviendrons par exemple que les personnes de 

taille moyenne sont celles dont la taille est comprise entre 1m60 et 1m80. La fonction 

caractéristique de l’ensemble classique (cf. Fig. IV.1.) donne «0» pour les tailles hors de 

l’intervalle [1m60, 1m80] et «1» dans cet intervalle. C'est-à-dire qu’une personne mesurant 
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1m59 ne sera pas considérée de taille moyenne, alors qu’une personne plus grande d’un 

centimètre (1cm) sera considérée de taille moyenne.  

Les ensembles flous ont été introduits pour exprimer une transition graduelle entre la non 

appartenance totale et l’appartenance complète.    

Dans l’exemple 1, l’ensemble flou des personnes de taille moyenne sera ainsi défini par 

une « fonction d’appartenance » qui diffère d’une fonction caractéristique par le fait qu’elle 

peut prendre n’importe quelle valeur dans l’intervalle [0, 1]. A chaque taille possible 

correspondra un « degré d’appartenance » dans l’ensemble flou des tailles moyennes (cf. Fig. 

IV.2), compris entre 0 et 1. 

 

 
             Fig. IV.1. Fonction caractéristique  Fig. IV.2. Fonction d’appartenance               
                          (Ensemble classique)                                                    (Ensemble flou)               

Un ensemble flou comporte certains éléments caractéristiques, que nous présentons 

succinctement ci-dessous. 

A)-  Le noyau   

Le noyau  d'un sous-ensemble flou E de X, noté Noy(E), est l'ensemble de tous les éléments 

qui lui appartiennent complètement, il est représenté par : 

Noy(E) = {x ∈ X | µE(x) = 1}                                                                     (IV.2) 
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B)-  Le support  

Le support d'un sous-ensemble flou E de X, noté Supp(E), est l'ensemble de tous les éléments 

qui lui appartiennent au moins un petit peu, il est représenté par : 

Supp(E) = {x ∈ S | µE(x) > 0}                                                                   (IV.3) 

C)-  La hauteur  

La hauteur d'un sous-ensemble flou E de X, notée h(E), est la valeur maximale atteinte sur 

tout le support de E, d’où : 

h(E) = Supx∈X  µE(x)             (IV.4) 

La hauteur d’un ensemble flou E est définie aussi comme étant : "la borne supérieure de la 

fonction d'appartenance µE, aussi n'est-elle pas nécessairement atteinte".  

Sous-ensemble flou normalisé  
Un sous-ensemble flou est dit normalisé si sa hauteur est égale à 1. 

D)-  Coupe de niveau α (α-coupe)   

La coupe  (resp. coupe stricte) de niveau α de l’ensemble flou E noté Eα (resp. Eα) est 

l’ensemble usuel composé des éléments dont le degré d’appartenance à E est au moins égal 

(resp. strictement supérieur) à α. Elles sont définies comme suit :  

 Eα ={x/ x ∈X et µE(x) ≥ α}                                                                  (IV.5) 

 Eα ={x/ x ∈X et µE(x) > α}                                                                  (IV.6)  

Les propriétés suivantes sont valides [DUB 00] : 

 E1 = noy(E) 

 E0 = Supp(E)  

L’ensemble des coupes de niveau de E sont emboîtées au sens où : 

 Si   α > α’    ⇒    Eα ⊆ Eα’ 

Une coupe de niveau α d’un ensemble flou a deux vues : une vue horizontale 

(cf. Fig. IV.3) et une vue verticale (cf. Fig. IV.4). 



 
Chapitre IV        Théorie des ensembles flous, bases de données floues et dépendances fonctionnelles floues 
 
 

 56

 
Fig. IV.3. Vue horizontale d’ensembles flous : α-Coupes 

 

Fig. IV.4. Vue verticale d’une α-coupe sur l’ensemble flou normalisé « la trentaine » 

Les coupes de niveau établissent un lien naturel entre ensemble flou et ensemble usuel qui 

permet d’exprimer un ensemble flou par ses interprétations plus ou moins exigeantes ou 

relaxées en termes de α-coupes. Une propriété intéressante des α-coupes est l’ensemble des 

éléments propres d’une coupe qui définissent une partition de l’ensemble flou. 

Ensemble des éléments propres d’une coupe  

L’ensemble des éléments propres d’une coupe, noté PE(α), est l’ensemble des éléments de 

Eα  qui n’appartiennent à aucune coupe de niveau strictement supérieur à α, on a alors : 

PE(α) = {x / x ∈ Eα et ∀α’ > α,  x ∉ Eα’}                                                 (IV.7) 

Un ensemble flou peut être reconstitué à partir des ses α-coupes en considérant les 

éléments propres de chaque coupe. L’ensemble initial est alors constitué des éléments de 

chaque ensemble PE(α) affectée du degré α. 

Age (en années) 40 30 10 20 60 50 

1 

0.5 

E1= noy(E) 

E0.5 

Supp(E) 
E0 

: E = « la trentaine » 

E
1 α2 α3 α4 

1, α2 , α3 , …, αn  sont les niveaux de coupe, tel que :  1 > α2 > α3 > …> αn   
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IV.1.3-  La cardinalité d’un ensemble flou 

La cardinalité d'un sous-ensemble flou E de X, notée Card(E), est le nombre d'éléments 

appartenant à E pondéré par leur degré d'appartenance. Pour un ensemble flou E fini, on a 

donc : 

Card(E) = ∑
∈Xx 

µE(x)                                                                                (IV.8) 

De Lucas et Temini (1972) ont introduit cette définition et l’ont appelée « the power of 

fuzzy set ». Elle évalue « combien » d’éléments contient l’ensemble E. Cette définition 

suppose que : 

- les degrés d’appartenance sont numériques, 

- le support de E est fini. 

Dans le cas de support infini, on peut utiliser l’intégrale de la fonction d’appartenance 

d’un ensemble flou sur son support, si il existe, on aura donc : 

Card (E) = ∫
x

µE(x) dx                                                                    (IV.9)     

IV.1.4-  Opérations ensemblistes floues 

Les opérations usuelles définies sur les ensembles classiques (intersection, union, 

complémentation, etc.) ont été généralisées aux ensembles flous. Les opérations ensemblistes 

sur les ensembles flous sont généralement définies à partir des fonctions d’appartenance.   

IV.1.4.1-  Intersection et Union d’ensembles flous 

Soient E, F deux ensembles flous. L’intersection (resp. l’union) des ensembles E et F est 

un ensemble flou G dont la fonction d’appartenance est définie à partir des fonctions 

d’appartenance de E et F comme suit : 

Intersection :  ∀ x ∈ X,  µG(x) = µE∩F(x) = T(µE(x), µF(x))                                (IV.10)           

Union :            ∀ x ∈ X,  µG(x) = µE∪F(x) = ⊥(µE(x), µF(x))                                (IV.11)    

où : T désigne une T-norme  

       ⊥ désigne une T-co-norme.                 
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Normes et co-normes triangulaires  

Les normes triangulaires (T-normes) et les co-normes triangulaires (T-conormes) 

permettent de généraliser les opérations ensemblistes d’intersection et d’union respectivement 

(et par extension la conjonctions et disjonction de propositions) sur les sous-ensembles flous. 

Pour que cette généralisation soit correcte, un certain nombre de propriétés doivent être 

vérifiées. Les définitions et les propriétés respectives des normes et co-normes sont données 

ci-après. 

Définition 2 : (T-norme triangulaire)  

La norme triangulaire est une fonction T : [0, 1]×[0, 1] → [0, 1] qui pour tout élément 

x, y, z, t ∈ [0, 1] possède les propriétés suivantes : 

 Commutativité :        T (x, y)=T(y, x),  

 Associativité :           T(x, T(y, z))=T(T(x, y), z),  

 Monotonie :               T(x, y) ≤ T(z, t) si x ≤ z et  y ≤ t,  

 1 est élément neutre : T(x, 1) = x,  

De plus, elle assure que ∀ x, y ∈ [0, 1], T(x, y) ≤  x et T(x, y) ≤ y,  

Définition 3 : (T-conorme triangulaire)  

La co-norme triangulaire est une fonction ⊥ : [0, 1]×[0, 1] → [0, 1] qui pour tout élément 

x, y, z, t ∈[0, 1] possède les propriétés suivantes : 

 Commutativité :          ⊥( x, y) = ⊥( y, x), 

 Associativité :             ⊥(x, ⊥(y, z)) = ⊥( ⊥(x, y), z), 

 Monotonie :                ⊥(x, y) ≤  ⊥( z, t) si  x ≤ z et y ≤ t, 

 0 est élément neutre :  ⊥(x, 0) = x, 

De plus, elle assure que ∀ x, y ∈ [0, 1], ⊥(x, y) ≥ x et ⊥(x, y) ≥ y, 

Il existe une infinité de normes et co-normes, les plus courantes sont données dans le 

tableau ci-dessous.  
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Norme:  T(x, y) Co-norme associée ⊥(x,y) Nom 
Min(x, y) Max(x, y) Zadeh 
xy x+y-xy probabiliste 
Max(x+y-1, 0) Min(x+y, 1) Lukasiewicz 
xy / γ + (1-γ)(x+y-xy) x+y-xy-xy (1- γ) / 1-(1-γ)xy Hamacher 
 x        si  y =1 
 y        si  x =1 
 0        sinon 

x        si   y = 0 
y        si   x = 0 
1        sinon 

Weber 

Tab. IV.1. Principales normes et co-normes triangulaires 

Remarques : 

 Le minimum est la plus grande T-norme de la famille des T-norme,  

 Le couple Min/Max représente de nombreux avantages qui le rend particulièrement 

intéressant (exemple : la simplicité de calcul, distributivité de l’opération d’α-coupe par 

rapport à l’intersection et l’union, soit : (E∩ F)α = Eα ∩ Fα  et (E∪ F)α = Eα ∪ Fα, 

 L’inconvénient du minimum (resp. maximum) est de ne pouvoir discriminer entre deux 

situations où des paires de degrés sont comparées avec une valeur minimale (resp. 

maximale) commune. Ainsi, Min(0.7, 0.2) = Min(0.3, 0.2) = 0.2   

IV.1.4.2-  Le complément  

Le complément d’un ensemble flou F est défini habituellement par Fc(x) = 1- F(x) 

∀ x ∈ X. C’est la manière la plus simple pour exprimer l’évidente condition que les éléments 

dont le degré d’appartenance à F est le plus élevé, sont ceux dans le degré d’appartenance à 

son complément Fc est le plus bas. Le complément Fc du sous-ensemble flou F est défini 

par sa fonction d’appartenance de la manière suivante : 

∀ x ∈ X,  µF
c (x) = 1-µF(x)                                                                      (IV.12) 

IV.1.4.3-  Le produit Cartésien  

Les problèmes considérés sont souvent décrits dans plusieurs univers de référence X1,…, 

Xn. Il peut être intéressant de pouvoir raisonner dans un univers de référence X global 

composé de chacun des univers initiaux. X correspond donc au produit Cartésien de X1, X2, …, 

Xn : 

 X = X1× X2………× Xn et ses éléments x sont des n-uplets : x = (x1, …, xn).  
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Le produit Cartésien de n sous-ensembles flous E1,…, En, définis respectivement sur les 

univers de référence X1, …, Xn, est un sous-ensemble flou E définis sur X par sa fonction 

d’appartenance : 

∀ x ∈ X, x = (x1, …, xn) ∈ X, µE(x) = Min(µE1(x1), …, µEn(xn))            (IV.13)                        

IV.1.4.4-  Les relations floues et la composition de relations  

Soient deux ensembles de référence X et Y. On peut alors représenter une relation R entre 

X et Y par un sous-ensemble flou de X × Y, dont la fonction d'appartenance µR est définie par : 

µR : X × Y → [0, 1]. La relation R est notée R(X, Y).  

La composition de deux relations floues R1 sur X × Y et R2 sur Y × Z définit une relation 

R = R1 oR2 sur X × Z dont la forme la plus utilisée de la fonction d'appartenance µR est définie 

par : 

∀ (x, z) ∈ X × Z; µR(x, z) = Supy∈Y Min(µR1(x, y), µR2(y, z))                 (IV.14) 

Définition 4 : (composition Sup-Inf) 

Soient E un ensemble flou dans X. La composition sup-inf de relations floues R(X, Y) est 

un ensemble flou F dans Y, notée par F = RoE. La composition sup-inf est définie par la 

fonction d’appartenance µR o E comme suit : µRo E(y) = ∨X {µE(x) ∧ µR(x, y)}.  

où ∨ = Sup   et   ∧ = Inf, 

Soient Q(X, Y) et R(Y, Z) deux relations floues. La composition sup-inf RoQ est une 

relation floue de X vers Z définie par la fonction d’appartenance µR oQ donnée par : µRoQ(x, z) 

= ∨Y {µQ(x, y) ∧ µR(y, z)},  ∀ (x, z) ∈ X × Z et  ∀ y ∈ Y.  

Définition 5 : (Relation inverse) 

Soit R une relation floue sur X × Y. son inverse R -1 est une relation floue sur Y × X tel 

que : ∀ (y, x) ∈ Y × X, µR(y, x) = µR
-1(x, y). 

 



 
Chapitre IV        Théorie des ensembles flous, bases de données floues et dépendances fonctionnelles floues 
 
 

 61

Propriétés des relations floues  

Une relation floue R(X, Y) est dite : 

1. Réflexive : Ssi ∀ x ∈ X, µR(x, x) = 1,       

2. Symétrique : Ssi ∀ x1, x2 ∈ X, µR(x1, x2) = µR(x2, x1), 

3. T-Transitive : ∀ x1, x2,  x3∈ X,  µR(x, z) ≥ T(µR(x, y), µR(y, z)). 

Relations floues particulières  

-  Relation de ressemblance : Une relation floue est dite une relation de ressemblance (ou 

relation de tolérance) si elle est réflexive et symétrique. Deux exemples de relations de 

ressemblances que nous allons rencontrer dans la section IV.4, sont : 

 µR(a, b) =  Minx∈X   1 -  µa(x) - µb(x) 

 µR(a, b) =  Supx∈X    Min(µa (x), µb(x))      

- Relation de similarité : Une relation de similarité est une extension de la relation 

d’équivalence, enrichie de versions graduelles de la réflexivité, symétrie et transitivité (i,e. 

une relation de ressemblance qui vérifie la propriété de Min-transitivité [DUB 00]). La Min-

Trasitivité est définie par : ∀ x1, x2,  x3 ∈ X,  µR(x, z) ≥ Min(µR(x, y), µR(y, z)) 

Remarques : 

 Une relation de similarité peut être aussi définie avec Max-min-transitivité définie par :  

Max-min-transitivité : ∀ x1, x2,  x3∈ X,  µR(x, z) ≥ Maxy ∈ X {Min(µR(x, y), µR(y, z))} 

 La transitivité Max-min est une propriété très restrictive et elle ne s’applique pas sur tous 

les problèmes. 

IV.1.4.5-  L’égalité  

Deux sous-ensembles flous E et F sont égaux si leurs fonctions d’appartenance sont égales 

en tout point de X :  

E = F  ⇔  ∀ x ∈ X, µE(x) = µF(x)                                                           (IV.15)      
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IV.1.4.6-  L’inclusion 

Une façon habituelle de définir l’inclusion d’un ensemble A dans un ensemble B repose 

sur l’expression : (A ⊆ B) ⇔ (∀ x ∈ X, (x ∈ A) ⇒ (x ∈ B))                     (IV.16)       

qui peut être écrit également en termes de contraintes entre valeurs des fonctions 

caractéristiques de A et B sous la forme : (A ⊆ B) ⇔ (∀ x ∈ X, fA (x) ≤ fB(x)). Cette dernière 

s’étend canoniquement à deux ensembles flous E et F et conduit à :       

   (E ⊆ F) ⇔ (∀ x ∈ X, µE (x) ≤ µF(x))                                        (IV.17)          

Une définition plus exigeante de l’inclusion est donnée par : 

    (E ⊆ F) ⇔ (∀ x ∈ X, (x ∈ Supp(E)) ⇒ (x ∈ Noy(F)))                  (IV.18) 

Cette définition présente un lien fort avec la notion de mesure de nécessité qui sera 

présentée dans la section théorie des possibilités.               

IV.1.5-  Les implications floues 

D’ordinaire, l’implication (P ⇒ Q) exprime une liaison entre les valeurs p et q des 

propositions P et Q. Elle rend vrai quand la proposition Q est vraie ou quand la proposition P 

est fausse, d’où les valeurs de vérité données dans la table Tab. IV.2.  

        Q 
P Vrai Faux 

Vrai  Vrai  Faux 
Faux  Vrai  Vrai  

Tab. IV.2. Table de vérité de l’implication matérielle P ⇒ Q 

Plusieurs approches d’extension de l’implication peuvent être envisagées lorsque les 

propositions P et Q prennent, non plus une valeur booléenne, mais une valeur de l’intervalle 

unité. Toute implication floue est une fonction (notée ⇒f) définie par : 

⇒f : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] 

             (p, q)   a (p ⇒f q)                                                                 (IV.19) 
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et elle d’autant plus vrai (resp. fausse) que son résultat est proche de 1 (resp. 0). Les 

implications floues peuvent être représentées selon plusieurs classifications. Dans la suite 

elles sont réparties en trois familles couvrantes les plus fréquentes (et utiles). Leurs 

principales caractéristiques sont précisées ainsi que leur sémantique afin d’en permettre un 

usage rationnel. 

A)-  S-implications  

L’appellation S-implication vient de l’expression anglaise Strong Implication. On définit 

la classe des S-implications (notées ⇒s-i) à partir de l’expression : ((non P) ou Q) de la 

manière suivante : 

P ⇒s-i Q = ⊥(1 – p, q)                                                                              (IV.20) 

où la disjonction (ou) est généralisée par une co-norme (⊥). 

Il existe donc une infinité de S-implications et les trois plus communes sont données dans 

la table Tab. IV.3. 

Nom Symbole   Valeur de vérité  Co-norme sous-jacente 
Kleene-Dienes ⇒K-D  Max(1 – p, q) ⊥(p, q) = Max(p, q) 
Reichenbach  ⇒Rb  1 – p+ p ∗ q ⊥(p, q) = p + q - pq 
Lukasiewicz  ⇒Lu  Min(1 – p + q, 1) ⊥(p, q) = Min(p + q, 1) 

Tab. IV.3. Les trois principales S-implications 

De plus, l’ordre suivant sur les S-implications précédentes est valide. 

(P ⇒K-D Q) ≤ (P ⇒Rb Q) ≤ (P ⇒Lu Q). 

L’implication de Kleene-Dienes est la plus petite des S-implications (puisqu’elle est 

construite à partir de la plus petite des co-normes). La plus grande (notée ⇒S-M) est trouvée en 

prenant la co-norme de Weber, soit : 

                          (1 – p)   si  q = 0 

P ⇒S-M Q =         q  si  p = 1 

                           1  sinon 
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Remarques :  

 Comme pour l’implication usuelle, on a : (P ⇒s-i faux) = ⊥(1 – p, 0) = 1 – p.  

 Les implications de cette classe sont leur propre contraposée car d’après la formule 

(IV.19), on a : non Q ⇒s-i non P = ⊥(1 – (1 – q), 1 – p) = ⊥(q, 1 – p) = ⊥(1 – p, q) = 

(P ⇒s-i Q) 

B)-  R-implication 

La seconde classe d’implications floues regroupe les R-implications, ainsi dénommées 

parce qu’elles utilisent le principe de résiduation2.  

Dans le cas classique on a : (P et (P ⇒ Q)) ⇔ (P et (non P ou Q)) ⇔ ((P et non P) ou (P 

et Q)) ⇔ (P et Q). Ce qui fait que la valeur de vérité de la proposition (P et (P ⇒ Q)) est 

inférieure ou égale à celle de la proposition Q, i,e., (p et (p ⇒ q)) ≤ q).  

Dans le cas flou cette inégalité sert de point de départ pour chercher l’élément maximal la 

vérifiant, soit : 

P ⇒R-i Q = Sup[0, 1] {u | T(p, u) ≤ q}                                                       (IV.21) 

T étant une norme triangulaire. 

Il y a donc une infinité de R-implications dont la forme générale est :  

         1              si    p ≤ q 
 (P ⇒R-i Q) =  
                           T(p, q)     sinon 

Les plus courantes figurent dans la table Tab. IV.4 avec la norme triangulaire 

(génératrice) qui leur est associée. L’implication de Rescher-Gaines peut être vue comme une 

R-implication particulière prenant en argument des propositions floues en rendant un résultat 

booléen, dérivant d’une formule voisine de la formule (IV.21), à savoir : 

P ⇒RG Q = Sup {0, 1} {u | T(p, u) ≤ q}  

                                      1   si  p ≤ q  
                              =      

              0             sinon. 

                                                 
2 Traduit du terme anglais : "Residual implication" 
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et ce, pour toute norme T. De façon analogue aux S-implications, ces implications peuvent 

être ordonnées : (p ⇒R-G q) ≤  (p ⇒Gö q) ≤ (p ⇒Gg q) ≤  (p ⇒Lu q). 

Nom  Symbole  Valeur de vérité  Norme sous-jacentes 

Gödel  ⇒Gö  
1                  si     p ≤ q      
p                  sinon T(p, q) = min(p, q) 

Goguen ⇒Gg 
1                  si     p ≤ q      
q / p             sinon T(p, q) = p q 

Lukasiewicz  ⇒Lu  1                  si    p ≤ q       
1 – p + q      sinon T(p, q) = max(p+ q - 1, 0) 

Tab. IV.4. les trois principales R-implications 

L’implication de Gödel est la plus petite R-implication propre (i,e., en excluant celle de 

Rescher-Gaines), puisque elle est construite à partir de la plus grande norme triangulaire. La 

plus grande (notée ⇒R-M) est celle construite à partir de la plus petite norme (celle de Weber), 

soit : 

                                        1 si  p ≤ q 

P ⇒R-M  Q =       q si  p > q et p = 1 

                         1- si  p > q et p < 1 

où 1- désigne une valeur limite strictement inférieure à 1 (le comportement discontinu de cette 

implication provient de celui de la norme triangulaire sous-jacente).                       

Quelques caractéristiques des implications floues  

Les implications floues présentées précédemment généralisent toutes l’implication usuelle 

(appelée aussi implication matérielle), en ce sens que leur résultat coïncide avec celui de 

l’implication usuelle quand les valeurs en entrée sont vrai et/ou faux. En effet, pour les S-

implication, 1 étant un élément absorbant et 0 élément neutre de toute co-norme, on a : 

 (faux ⇒S-i faux) = ⊥(1, 0) = 1, 

 (vrai ⇒S-i vrai) = ⊥(0, 1) = 1, 

 (vrai ⇒S-i faux) = ⊥(0, 0) = 0, 

 (faux ⇒S-i vrai) = ⊥(1, 1) = 1. 
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De façon analogue, pour les R-implications et leurs contraposées : 

 (faux ⇒R-i faux) = (faux ⇒R-i vrai) = vrai ⇒R-i vrai) = 1 puisque le premier argument est 

inférieur ou égal au second, 

 (vrai ⇒R-i faux) = sup [0, 1] {u | T(1, u) ≤ 0}= sup [0, 1] {u | u ≤ 0}= 0. 

Le fait que l’implication de Rescher-Gaine satisfait cette propriété est aisément vérifiable. 

Les deux classes d’implications floues considérées auparavant possèdent les propriétés 

suivantes caractérisant les implications floues selon [YAG 80]       

 p ⇒f vrai = 1, 

 faux ⇒f q = 1, 

 vrai ⇒f q = q, 

 si q > r alors (P  ⇒f  Q) ≥ (P ⇒f  R), 

 si p < r alors (P ⇒f  Q) ≥ (R ⇒f  Q). 

Sémantique associée aux implications floues 

Au-delà de ces aspects, il apparaît particulièrement important de s’intéresser à la 

signification qui peut être attribuée aux diverses implications floues. Ceci permet en 

particulier de procéder à un choix approprié et d’en expliciter le sens. Les S-implications 

(Kleene-Dienes, Reichenbach et Lukasiewicz) présentent la caractéristique de garantir un 

niveau de satisfaction minimal de (1- p). De plus, pour l’implication de Kleene-Dienes, p joue 

le rôle d’un niveau d’importance attribué à la conclusion Q. En effet, si p est faible, on "voit" 

seulement les valeurs élevées de Q. En effet, si p est faible, on "voit" seulement les valeurs 

élevées de Q, contrairement au cas où p est élevé pour lequel Q est "vue" sur une plage de 

valeurs large (1- p est faible quand p est grand et donc l’intervalle [1- p, 1] sur lequel on 

"voit" Q est alors grand). 

Pour ce qui est des R-implications, la valeur de la prémisse P joue le rôle d’un seuil qui 

conduit à la totale satisfaction quand il est atteint ou dépassé par la valeur de la conclusion Q 

et à une satisfaction partielle sinon. Dans ce dernier cas, le degré obtenu ne dépend que de la 

conclusion avec l’implication de Gödel, varie avec le ratio entre la valeur de la conclusion et 

celle de la prémisse avec l’implication de Goguen et avec leur écart (ou distance) avec 

l’implication de Lukasiewicz. 
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IV.2-  La théorie des possibilités  

La théorie des possibilités a été introduite en 1978, toujours par Zadeh [ZAD 78] puis 

développée notamment dans [DUB 80][DUB 88]. Cette théorie permet de raisonner sur des 

connaissances imprécises en introduisant un moyen de prendre en compte l'incertitude de ces 

connaissances. La théorie des possibilités permet de traiter à la fois les informations 

imprécises et incertaines.  

La distinction entre imprécision et incertitude a été particulièrement évoquée par Dubois 

et Prade dans [DUB 88b].  

A)-  Incertitude   

L’incertitude se réfère au manque d’information disponible sur l’état du monde pour 

déterminer si une affirmation classique (qui peut être seulement vraie ou fausse) est 

actuellement vraie ou fausse. Une information est incertaine dès qu’on ne peut l’affirmer ou la 

nier avec certitude totale. L’incertitude est relative à la confiance que l’on accorde à 

l’information (source de l’information).  

B)-  Imprécision   

Une information est imprécise dès que l’ensemble des valeurs de la variable qu’elle 

spécifie n’est pas réduit à un singleton. L’imprécision se réfère au contenu de l’affirmation 

considérée et dépend de la granularité du langage utilisé pour décrire l’information 

(l’imprécision est une notion qui dépend du contexte. Ceci se traduit par le fait qu’une 

information qui est précise dans un contexte, peut ne plus l’être dans un autre contexte. Par 

exemple : "Omar a entre 25 et 30", cette phrase est clairement imprécise ; mais la phrase 

"Omar a 28 ans" est précise si on attribut seulement les valeurs pour les années et imprécise si 

la valeur devait indiquer aussi le nombre de mois.).  

L’imprécision se traduit soit par une hésitation face à plusieurs choix entre lesquels on ne 

peut pas trancher, soit par des valeurs mutuellement exclusives mais dont aucune n’est exclue 

[DUB 94]. 
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L’imprécision peut provenir par exemple : 

 d’une mauvaise connaissance des informations numériques qui peut être la conséquence 

d’une insuffisance des instruments d’observation (4000 à 5000 touristes), d’erreurs de 

mesures (poids à 1% près) ou encore d’une connaissance approximative (le prix d’un bon 

ordinateur familial est environ entre 800 et 1100 euros), 

 d’un contenu informationnel représenté par des connaissances approximatives et vagues 

en termes de langage naturel, 

 de sources d’information distinctes utilisant des vocabulaires différents, 

 les valeurs imprécises peuvent aussi être vues comme des raffinements de valeurs 

manquantes. Les valeurs imprécises peuvent être obtenues à partir de données 

expérimentales [MAS 06], et remplacent donc les valeurs manquantes.  

Remarques : 

 La théorie des probabilités représente un cadre efficace pour traiter l’incertain, 

 La théorie des ensembles flous représente un cadre efficace pour traiter l’imprécis,  

 Imprécision et incertitude sont parfois liées. En effet, une donnée imprécise confère une 

incertitude quant à l’exploitation (calcul, décision, etc.) qu’on peut faire de cette donnée. 

Par exemple l’information « la température de la pièce est d’environ 16° » est imprécise. 

Mais le calcul de la pression atmosphérique serait incertain.     

IV.2.1-  Mesures de possibilité d’événement usuel  

Dans ce cadre, l’incertitude d’un événement E est représentée à la fois par la mesure de 

possibilité de cet événement et par la mesure de possibilité de l’événement contraire, ces 

degrés étant "faiblement" liés. La notion de mesure de possibilité est présentée dans cette 

section.   

La mesure de possibilité Π d'un événement E défini sur un ensemble de référence X est 

une valeur, comprise entre 0 et 1, évaluant à quel point cet événement E ⊆ X est possible. 
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Définition 6 : (Mesure de possibilité)   
Soient X un référentiel et Ei (i=1..n) des sous-ensembles de X. Une mesure de possibilité 

est une fonction ensembliste notée Π définie par : P(X) → [0, 1], P(X) étant l’ensemble des 

parties de X, qui vérifie les trois (03) axiomes suivants (au sens de la théorie de la mesure) : 

1) Π(X) = 1, 

2) Π(∅) = 0, 

3) Π (∪i = 1..n Ei) = Maxi = 1..n (Π(Ei)).  

A partir des trois axiomes 1), 2) et 3) un ensemble de propriétés peuvent être déduites.  

IV.2.1.1-  Propriétés des mesures de possibilités  

 Soit E un ensemble usuel, alors E∪Ec = X. Le premier et le troisième axiome permettent 

d’obtenir la propriété : Max(Π(E), Π(Ec)) = 1. Cette équation traduit le fait que, de deux 

événements contraires, l’un au moins est possible : Π(E) <1 ⇒ Π(Ec) =1. 

 D’autre part, la possibilité d’un événement n’implique pas l’impossibilité de son 

événement contraire. En clair, de deux événements contraires, l’un au moins est 

complètement possible,    

 Π(E) = 1 (mesure de possibilité normalisée) signifie que l’événement E est complètement 

possible. De manière générale, plus Π(E) se rapproche de 1, plus l’événement E est 

possible, 

 Au-delà de l’axiomatisation de la mesure de possibilité qui concerne la disjonction de 

deux événements E et F, il existe une relation entre la possibilité de la conjonction des 

événements E et F et leurs possibilités individuelles, à savoir : 

Π(E ∩ F) ≤ Min(Π(E), Π(F)). Dans le cas particulier où les événements E et F sont 

indépendants, on a : Π(E ∩ F) = Min(Π(E), Π(F)). 

IV.2.1.2-  Distribution de possibilité 

Une distribution de possibilité π représente les valeurs de possibilité sur un ensemble X 

fini. π est une fonction définie par π : X → [0, 1] tel que ∃ x ∈ X ; π(x) = 1.  

Une mesure de possibilité Π peut être obtenue à partir d’une distribution de possibilité par 

la relation suivante :  
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∀ E ⊆ X ;  Π(E) = supx∈E  π(x)                                                                (IV.23) 

 Le nombre Π(E) quantifie dans quelle mesure l’événement E ⊆ X est possible.  

Représentation d’une distribution de possibilité par une α-coupe 

Une distribution de possibilité peut être aussi définie par l’ensemble de ses α-coupes πα 

définies par ∀α ∈ ]0, 1] : πα = {x ∈ X | πα (x) ≥ α} 

 On a 0 <α ≤ β ≤1  ⇒  πα  ⊇ πβ.. Ceci permet d’écrire πα comme :  

∀ x ; πα (x) = Sup{α | x ∈ πα}                                                                 (IV.24)    

 La coupe au niveau α = 1 de π est dite noyau : π1 = {x ∈ X | π(x) = 1} 

 La coupe au niveau α = 0 de π est dite support : Supp(π) = {x ∈ X | π(x) > 0} 

 

Fig. IV.5. Exemple de distribution de possibilité linéaire par morceaux 

IV.2.1.3-  Cas extrêmes Ignorance totale et Certitude totale 

Il existe deux cas extrêmes de la réalisation d’un événement E qui correspondent aux 

situations d’Ignorance totale et certitude totale. Ces deux cas sont définis comme suit :     

Définition 7 : (Ignorance totale)   

Cette situation correspond au cas particulier où E et Ec ont même degré de possibilité, 

(Π(E) = 1 et Π(Ec) = 1). Cela est dérivé à partir de la propriété  Max(Π(E), Π(Ec)) = 1), les 

deux événements contraires sont tous deux complètement possibles,  
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Définition 8 : (Certitude totale)  

La certitude totale de l’événement E correspond à la situation où la réalisation de E est 

complètement certaine, ce qui signifie que l’événement Ec est complètement impossible. La 

certitude totale est représentée par : Π(E) = 1 et Π(Ec) = 0.  

Dans ces deux situations extrêmes (ignorance totale et certitude totale), la valeur de Π(E) 

= 1, ce qui montre que l’information apportée par la mesure de possibilité doit être complétée 

par une autre information capturée par la notion de nécessité (ou certitude).   

IV.2.2-  Mesure de nécessité d’un événement usuel 

La mesure de nécessité N d'un événement défini sur X est une valeur, comprise entre 0 et 

1, quantifiant jusqu'à quel point l'événement est certain. Elle est définie à partir de 

l’impossibilité de l’événement contraire. Formellement :  

N(E) = 1 - Π(Ec)                                                                                      (IV.25) 

Définition 9 : (Mesures de nécessité)   

Soient X un référentiel et Ei (i=1..n) des sous-ensembles de X. Une mesure de nécessité est 

une fonction ensembliste, notée N, définie de P (X) dans [0, 1] qui vérifie les trois (03) 

axiomes suivants : 

1. N(Ø) = 0, 

2. N(X) = 1, 

3. N(∩i = 1,2…Ei) = Min i = 1,2…(N(Ei)).  

La définition d’une mesure de Nécessité à partir de la distribution de possibilité π, 

est donnée par la formule suivante :  

∀ E ∈ P(X), N(E) = infx∈E(1- π(x))                                                        (IV.26) 

Remarque :   

Avant d'être nécessaire (certain), un événement doit être complètement possible.                                             

A partir des trois axiomes 1., 2. et 3., un ensemble de propriétés de la mesure de nécessité 

peuvent découler. Elle sont résumées dans ce qui suit. 
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Propriétés des mesures de nécessité   

 La valeur N(E) indique le degré de certitude que l’événement E soit réalisé. Plus la valeur 

N(E) se rapproche de 1 et plus il est certain que E soit réalisé, 

 Les mesures de nécessité satisfont la relation suivante : Min(N(E), N(Ec)) = 0, d’où  N(E) 

≤ Π(E), 

 Si N(E) = 1 alors il est complètement certain que E se réalise (donc Π(Ec) = 0, ce qui 

implique que Π(E) = 1), 

 N(E) > 0 ⇒ Π(E) = 1. Elle signifie que si un événement est un temps soit peu certain 

alors il est complètement possible,  

 Comme E ∪Ec = X, la relation suivante est valide : Π(E) < 1 ⇒ N(E) = 0. Elle signifie que 

si l’événement E n’est pas totalement possible, alors il est exclu qu’il soit un tant soit peu 

certain. 

IV.2.3-  Possibilité et Probabilité 

La notion de possibilité repose sur une fonction ensembliste qui, de manière analogue aux 

probabilités, évalue la réalisation d’événements. Cependant, les mesures de possibilité et de 

probabilité véhiculent deux sémantiques bien distinctes.  

Une valeur de probabilité fournit une fréquence de la réalisation d’un événement, ce qui 

permet par ailleurs d’ordonner les différents événements selon leur fréquence.  

Une valeur de possibilité est purement ordinale au sens qu’elle ne vise qu’à ordonner les 

différents choix.  

Par exemple, si l’univers X= {rouge, noir} représente les résultats d’une roulette de 

casino, la probabilité p définie par p({rouge}) = 0.8 et  p({noir}) = 0.2 indique que la 

fréquence de l’événement «le rouge (resp. noir)  sort » est de 8 (resp. 2) fois sur 10. 

L’événement « le rouge sort » est 4 fois plus fréquent que l’événement « le noir sort ». Si on 

doit miser sur l’une des deux couleurs, le rouge sera classé en premier.  

Si le résultat d de la roulette est modélisé par des possibilités, il est toujours possible de 

classer les deux éventualités mais les deux fréquences des événements ne seront pas prises en 

considération pour ce classement. 
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D’une manière générale, la théorie des possibilités est adaptée au contexte où des 

fréquences ne sont pas disponibles et où une estimation subjective intervient. 

IV.2.4-  Possibilités et ensemble flou  

Il existe un lien entre la théorie des possibilités et celle des ensembles flous car une 

distribution de possibilité peut être représentée par un ensemble flou normalisé dont les 

éléments sont les événements élémentaires. Il est alors important de comprendre qu’un 

ensemble flou ne représente plus une conjonction d’éléments (au sens habituel des ensembles) 

mais une disjonction d’événements élémentaires et qu’en conséquence il ne peut être 

manipulé avec les opérateurs ensemblistes de l’algèbre ensembliste vus précédemment.  

Exemple 2 : de distribution de possibilité  

 La distribution de possibilité de « l’âge d’une personne compris entre 20 et 30 ans » peut 

être représenté par l’ensemble flou normalisé : {0.2/20+ 0.4/22+ 0.6/23+ 0.8/24+ 1/25 + 

0.8/26+ 0.6/27+ 0.4/28+ 0.3/29+ 0.2/30}  

IV.2.5-  Possibilité/ Nécessité d’événements flous 

Etant donné un ensemble de référence X, la fonction d'appartenance µE du sous ensemble 

flou E peut être vue comme la distribution de possibilité π, c'est-à-dire que, si t est le degré 

d'appartenance de x à E, t peut être interprété comme le degré de possibilité pour que X soit 

égal à x. Etant donnée cette distribution de possibilité, la possibilité et la nécessité d'un 

événement flou E sont définis dans ce qui suit. 

IV.2.5.1-  Possibilité d’événements flous 

La notion de possibilité d’événement flou a été introduite par Zadeh [ZAD 78]. A partir 

de la distribution de possibilité π (définie sur l’univers X), la mesure de possibilité de 

l’événement flou E (d’univers X) est définie par : 

Π(E) = Supu∈X Min(µE(u), π(u))                                (IV.27)     
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Cette définition retient le cas le plus favorable (via le supremum sur les éléments u de X), 

chaque cas exprimant la conjonction (sémantique du minimum) : « l’événement élémentaire u 

est conforme à E (µE(u)) et u est possible (π(u)) ». 

IV.2.5.2-  Nécessité d’événement flou 

La nécessité d’un événement flou est définie de façon analogue à celle d’un événement 

ordinaire par : 

N(E) = 1 - Π(Ec) = 1 - Supu∈X  Min(1-µE(u), π(u))                                (IV.28)                        

                             =  Inf u∈X Max(µE(u), 1 - π(u)) 

Si la valeur de N(E) vaut 1, pour toute éventualité u, soit la valeur µE(u) vaut 1, soit la 

valeur 1-π(u) vaut 1, ou en d’autres termes, « pour tout u, si u est un tant soit peu possible 

alors u est complètement conforme à E », ce qui signifie que la distribution de possibilité est 

incluse dans le noyau de l’ensemble flou décrivant E. plus généralement, la valeur de N(E) 

peut être considérée comme un degré exprimant dans quelle mesure toute valeur plus ou 

moins possible est en adéquation avec la condition  floue.  

IV.2.5.3-  Propriétés de mesures de possibilité/nécessité floues 

 L’expression de N(E) peut se réécrire en utilisant l’implication floue de Kleene-Dienes (X 

⇒K-D Y = Max(1- X, Y)), ce qui donne un indice d’inclusion :  

N(E) = inf u∈X π(u) ⇒K-D µE(u) 

 la propriété E ∪Ec = X n’étant généralement pas vérifiée pour les ensembles flous (sauf 

avec la co-norme de Lukasiewicz par exemple), la relation : Π(E) < 1 ⇒ N(E) = 0 n’est 

plus valide. Elle est remplacée par la relation plus générale (en ce sens qu’elle est 

également vraie pour les événements ordinaires) : Π(E) ≥ N(E). Ainsi, tout événement ne 

peut être plus certain qu’il n’est possible.  

IV.2.6-  Intérêt de la théorie des possibilités 

La théorie des possibilités présente plusieurs intérêts pour la manipulation d’informations 

incomplètes. Les plus importants sont : 
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 La prise en compte combinée de l'imprécision et de l'incertitude dans des connaissances, 

 L’expression dans quelle mesure la réalisation d’un évènement est possible et dans quelle 

mesure on en est certain, sans toutefois avoir à sa disposition l’évaluation de la probabilité 

de cette réalisation, 

 Le raisonnement sur des connaissances imprécises et/ou vagues. 

L’incomplétude des informations en générale, et l’imprécision en particulier, est un 

phénomène présent dans les bases de données et qui touche les valeurs. Les valeurs 

imprécises peuvent apparaître dans de nombreuses situations. On peut citer à titre d’exemples 

: 

- La constitution d’entrepôts de données ou plus généralement la fusion de données dont les 

sources sont plus ou moins fiables apportent des informations non identiques,  

- Les bases contenant des données obtenues par des mécanismes de reconnaissance 

automatique délivrant des résultats intrinsèquement imprécis (reconnaissance d’images ou 

d’objets).  

Les sections suivantes de ce chapitre seront consacrées à présenter les différentes 

approches utilisées pour étendre le modèle relationnel et la notion de dépendances 

fonctionnelles classiques en utilisant la théorie des ensembles flous et celle des possibilités.  

IV.3-  Les principaux modèles de bases de données floues 

Plusieurs modèles sont apparus dans la littérature pour  étendre le modèle relationnel aux 

données floues. Nous pouvons citer : le modèle de Pons [PON 95], le modèle de Buckles-

Petry [BUC 82], le modèle d'Umano-Fukami [UMA 80], le modèle de Prade-Testemale 

[PRA 82], le modèle GEFRED de Medina-Pons-Vila [MED 94] et le Genralized Possibilistic 

Relational Model [DJO 07]. Nous présentons dans cette section ces modèles en soulignant 

leurs avantages et leurs limites.  
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IV.3.1-  Modèle de Pons   

Le modèle de Pons se voit d'une forme très simple. Il consiste à ajouter un degré de vérité, 

habituellement dans l'intervalle [0, 1], à chaque tuple. Ceci autorise à maintenir l'homogénéité 

des données dans la BD. Cependant, la sémantique qui est assignée à ce degré sera celle qui 

détermine son utilité et, par conséquent, cette sémantique sera utilisée dans les processus de 

consultation. 

Plus formellement, une BD floue (BD = {R1, R2, ..., Rn}) sera un ensemble de relations 

floues. Chaque relation est caractérisée par une fonction d'appartenance µRi [PON 95] tel que : 

µRi : U1×U2× ... ×Ui×… ×Um → [0, 1]                                            (IV.29) 

Avec Ui est le domaine de l'i-ème attribut de la relation et  × est le produit Cartésien. 

Les principaux inconvénients de ce modèle sont : 

 Il ne permet pas de représenter l'imprécision au niveau attribut, 

 Il assigne à chaque tuple un caractère flou de forme globale sans déterminer quelle est la 

participation de chaque attribut. 

IV.3.2-  Modèle de Buckles-Petry 

Ce modèle, proposé par Buckles et Petry [BUC 82], utilise les relations de similitude. Une 

relation floue est définie comme un sous-ensemble du produit Cartésien 2D1×2D2×...×2Dn.  

Où 2Di désigne l'ensemble des parties du domaine (P(Di)).  

Les valeurs qui peuvent être représentées sont les suivantes : 

 Ensemble fini de scalaires. Exemple {Blond, marron, roux}, 

 Ensemble fini de nombre. Exemple {10, 11, 12}, 

 Ensemble d’étiquettes floues (variables linguistiques). Exemple {petit, moyen, grand}. 

La relation de ressemblance qui existe sur chacun des domaines sert à représenter et 

diriger l'imprécision. Elle établit une mesure de similitude entre les différentes valeurs du 

domaine sur lequel elle est définie. Elle est définie par l'utilisateur et les valeurs de 

ressemblance sont comprises entre 0 et 1. (0 : Complètement différent ; 1 : Complètement 

semblable). 
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Dans une consultation (interrogation), l'utilisateur pose une question sur les tuples 

satisfaisants une condition déterminée pour un seuil de similitude donné. Les tuples de la 

relation se regroupent en classes d'équivalence, suivant les relations et les seuils de similitudes 

définis sur eux. 

Exemple 3 : 

Soit la relation Personne décrite dans la table suivante et soit l'attribut 

couleur_de_cheveux défini sur le domaine Dcouleur_de_cheveux = {blond, châtain, roux, noir}.  

Extension de la relation Personne 

nom Age  Taille  Couleur_de_cheveux 
Med Ali 16 {grand, très grand} Châtain 
Ramzi 17 Petit Noir 
Sami 15 Très petit Blond 
Sana {15, 16} moyen Roux  

 

Supposons que nous avons les relations de similitude suivantes : 

Relations de similitude 

 Blond Châtain Roux  Noir  
Blond  1 0.6 0.4 0
Châtain  0.6 1 0.5 0.1
Roux 0.4 0.5 1 0.8
Noir  0 0.1 0.8 1

 

Soit la requête suivante : "donner les noms et les tailles des personnes ayant la couleur 

des cheveux semblable au châtain avec un degré 0.6". Dans cette requête, le seuil de 

similitude est seuil (Dcouleur_de_cheveux) = 0.6 et la classe d'équivalence est donnée par : 

Définition des classes d’équivalences 

Nom Age  Taille  Couleur-de-cheveux 
{Med Ali, Sami} {16, 15} {très grand, grand, Très petit} {châtain, Blond} 
Ramzi 17 petit noir 
Sana {15, 16} Moyen  Roux  
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Le résultat final (après l’application des opérateurs relationnels) est : 

Résultat final de la requête 

Nom Hauteur  
{Med Ali, Sami} {très grand, grand, Très petit}  

Les principaux inconvénients de ce modèle sont : 

 Il ne modélise pas bien tous les aspects flous de l'information, 

 Il ne garantit pas l'atomicité dans la représentation de l'information, 

 Il peut donner lieu à des résultats confus lors de l'application des opérateurs relationnels 

aux classes d'équivalences, 

 Il présente un résultat possédant plusieurs interprétations. 

Cependant, nous pouvons signaler une série d'avantages : 

 L'emploi de relations de ressemblance fournit un outil approprié et intuitif pour 

représenter l'imprécision des concepts, 

 L'utilisation de différents seuils pour chacun des attributs impliqués dans une consultation.  

IV.3.3-  Modèle d’Umano-Fukami 

Ce modèle se base sur la théorie des possibilités [UMA 80]. La différence avec les autres 

modèles réside dans la manière de décrire l'information floue. Il utilise comme valeurs : 

 Les distributions de possibilité, 

 Les valeurs indéterminées, inconnues et nulles avec les sémantiques suivantes : 

- Undefined: πA(x)(d) = 0, ∀ d ∈ D,  

- Unknown: πA(x) (d) = 1, ∀ d ∈ D, 

- Null :  πA(x) (d) = {1/Unknown, 1/Undefined} ∀ d ∈ D.  

Avec D est l'univers de discours de A(x) et πA(x)(d) représente la possibilité que A(x) prenne la 

valeur d de D. 

Le résultat de la consultation retourne trois sous-ensembles disjoints : 

 Les tuples qui satisfont clairement la consultation, 

 Les tuples qui satisfont approximativement la consultation, 

 Les tuples qui ne satisfont pas clairement la consultation. 
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L'avantage de ce modèle est qu'il peut assigner des distributions de possibilité au valeurs 

des tuples, comme il peut assigner un degré d'appartenance à chaque tuple de la relation pour 

une requête donnée (satisfaisant, non satisfaisant, possiblement satisfaisant).  

Exemple 4 : 

Soit la relation « Personne » donnée par l’extension suivante : 

Nom  Age  Enfants  
Med Ali 23 Yacine 
Amel 35 youcef 
Kamel Jeune Unknown  
Tarek Unknown Undefined  
Souad  {50, 51} Null 

Supposons que la distribution de possibilité de la variable linguistique floue "jeune" soit 

jeune = 0.3/15+ 0.6/16+0.8/17+1/19+1/20+1/21+1/22+1/23+0.9/25+0.8/25+0.7/26. Si nous 

établissons une requête de type : "donner les personnes qui ont plus de 25 ans", nous 

aboutissons au résultat comprenant les trois sous-ensembles suivants : 

− Clairement satisfaisant = 1/Amel+1/Hider+1/Souad, 

− Possiblement satisfaisant = 1/Kamel+1/Tarek, 

− Clairement non satisfaisant = 1/Med Ali. 

IV.3.4-  Modèle de Prade-Testemale 

Ce modèle se base sur la théorie des possibilités pour modéliser les données imprécises 

et/ou incomplètes [PRA 82]. Sa structure des données est similaire à celle utilisée dans le 

modèle d’Umano-Fukami. Il utilise des mesures de possibilité et de nécessité pour la 

satisfaction des conditions établies dans la consultation. 

Les valeurs du domaine Dj d’un attribut Aj dans ce modèle est soit :  

 Une unique valeur d ∈ Dj parfaitement connu. Exemple âge(Ramzi) = 19 ou 

couleur_cheveux(Med) = noir, 

 Une valeur nulle (Null) qui n'inclut pas la valeur inconnue (Unknown) et non applicable 

(Undefined), 

 Une variable linguistique. Exemple, Taille(Ramzi) = "pas très haut", où  "pas très haut" 

est une distribution de possibilité sur le domaine de l'attribut « taille », de la forme : 

0.8/1m60+ 0.9/1m65+ 1/1m70+ 1/1m75+ 0.8/1m80. 
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Exemple 5 : 

Soit la relation Etudiant(Nom, Age, Mathematiques, Informatique) : 

Dans l’extension de cette relation, l’intervalle [8,10] représente un intervalle de valeurs, 

alors que "bien", "jeune", etc., représentent des distributions de possibilité. Pour répondre à 

une requête de type "trouver les étudiants dont la note en informatique est mieux que moyen", 

il faut définir la distribution de possibilité qui correspond à "moyen" et le comparateur flou 

"mieux que".  

Extension de la relation Etudiant 

Nom  Age  Mathématiques  Informatique  
Amel  Jeune 8 [8, 10] 
Hider Approximativement 24 7 Undefined 
Med Ali [22, 24] Légèrement mal Pas très mal  
Ramzi  19 8 9.5 
Kamel  Unknown Bien  Bien  
Nourdine  Très-jeune 9 Approximativement 5 
Sami  22 3 7 

 

Soit : moyen ={0.12/1, 0.2/6, 0.4/7, 0.7/8, 0.95/9.5, 1/10, 0.3/13.5, 0.25/14, 0.12/14.5}. Et soit 

le comparateur flou  "mieux que" défini par :  

                           
                              0            si    u - v  ≤  2 
µmieux_que(u, v) =    0.5          si    u - v = 3 
                             1             si   u - v  ≥  4 

Résultat de la requête : 

Nom  Age  Mathématiques Informatique  µmieux que(u,moyen)
Kamel  Unknown Bien  Bien  0.2

Avantages : 

 Les auteurs ont proposé une extension de l’algèbre relationnelle à l’algèbre floue avec 

jointure floue, restriction floue, etc.     

IV.3.5-  Modèle GEFRED de Médina et al 

Le modèle GEFRED (GEneralised model for Fuzzy RElationnel Database) a été proposé 

en 1994 par Medina, Pons et Vila [MED 94]. Il constitue une synthèse des différents modèles 
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publiés pour traiter le problème de la représentation et du traitement des informations floues 

au moyen des BDR. Un des principaux avantages de ce modèle est qu'il consiste à une 

abstraction générale qui permet de traiter différentes approches, même celles qui peuvent 

paraître très disparates. Il se base sur le Domaine Flou Généralisé (D) et sur la Relation Floue 

Généralisée (R), qui incluent respectivement les domaines et les relations classiques. Nous 

présentons dans ce qui suit les concepts de base de ce modèle. 

Définition 10 : (Domaine Flou Généralisé) 

Si U est le domaine du discours, P(U) est l'ensemble de toutes les distributions de 

possibilité défini sur U, y compris celles qui définissent les types Inconnu et Indéterminé. Le 

Domaine Flou Généralisé, est défini comme D ⊆ P(U) ∪ NULL. 

Le Domaine Flou Généralisé constitue l'élément structurel qui organise la représentation 

des types de données [MED 94a]. 

Définition 11 : (Relation Floue Généralisée) 

Une Relation Floue Généralisée, R, est donné par deux ensembles "Entête" (Head H) et 

"Corps" (Body B). R = (H, B), définie par : 

 L'Entête : elle comporte un ensemble fixe de triplet "attribut-domaine-compatibilité" (en 

anglais "attribute-domain-compatibility") où le dernier est optionnel, 

H = {(A1 : D1[,C1]), (A2 : D2[,C2]), ...., (An : Dn[,Cn])} 

Où Cj est un "attribut de compatibilité" qui prend des valeurs dans l'intervalle [0, 1].  

Types de données dans GEFRED 

Les données dans ce modèles sont soit : 

a. Une seule valeur linguistique (comportement = bon, représenté par la distribution de 

possibilité, 1/bon), 

b. Un seul nombre (Âge = 28, représenté par la distribution de possibilité, 1/28), 

c. Un ensemble de distributions linguistiques mutuellement exclusives (comportement = 

{bon, mauvais}, représenté par {1/bon, 1/mauvais}), 

d. Un ensemble de distributions de possibilité numériques possibles mutuellement 

exclusives (Âge = {20, 21}, représenté par {1/20, 1/21} 
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e. Une distribution de possibilité dans le domaine linguistique {comportement = 

{0.6/mauvais, 0.7/normal}). 

f. Une distribution de possibilité dans le domaine numérique (Âge = {0.4/23, 1.0/24, 

0.8/25}, nombres flous ou étiquettes linguistiques). 

g. Un nombre réel qui appartient à [0, 1] référencié à un degré de réalisation (Qualité = 

0.9). 

h. Une valeur inconnue (UNKNOWN) avec une distribution de possibilité, UNKNOWN 

= {1/u : u ∈ U}. 

i. Une valeur indéterminée (UNDEFINED) avec une distribution de possibilité, 

UNDEFINED = {0/u : u ∈ U}. 

j. Une valeur nulle (NULL) donnée par NULL = {1/ Undefined, 1/Unknown}. 

 Le Corps : il comporte un ensemble de tuples, appelés "tuples flous généralisés"(en 

anglais generalized fuzzy tuples), où chaque tuple est composé d'un ensemble de triplet 

"attribut-valeur-degré" (attribute-value-degrees), où le degré est optionnel.    

B = {(A1 : di1[, ci1]), (A2 : di2[, ci2]), ..., (An : din[, cin])} 

     Avec (i = 1..m), et m est le nombre de tuples dans la relation et où le dij représente la valeur 

du domaine pour le tuple ti et l'attribut Aj , et le cij est le degré de la compatibilité associé à 

cette valeur [MED 94]. 

Le degré de compatibilité est utilisé pour savoir le degré avec lequel une valeur d'un 

attribut a satisfait la condition de la requête.  

IV.3.6-  Le Modèle Relationnel Possibiliste Généralisé  

Le Modèle Possibiliste Généralisé (en anglais Generalized Possibilistic Relational Model) 

[RED 06][DJO 07] a été proposé afin d’étendre l’imprécision au schéma même de la base 

données de données floues. Autrement dit, tous les modèles de base données de données 

floues présentées jusqu’ici (§IV.3.1 à §IV.3.2) considéraient que seulement l’extension r 

d’une relation R(A1, A2, …, An) contenait des valeurs floues. Certaines recherches ont montré 

qu’il était parfois nécessaire de considérer un ou plusieurs attributs Ai comme étant lui-même 
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un ensemble flou. Ce qui n’est pas le cas pour les approches présentées précédemment. Le 

schéma de la relation considéré est donc R(Ã1,1,…, Ã1,h1,…, Ãn,1,…,  Ãn,hn).  

L’extension  ℵ d’une relation possibiliste R(Ã1,1,…, Ã1,h1,…, Ãn,1,…,  Ãn,hn) généralisé est 

obtenue en utilisant un opérateur de restriction ƥ sur les collections de distribution de 

possibilité. Une telle extension est définie comme suit :  

ℵ ⊆ (ζ(D1) ƥ Ã1,1 ××.. (ζ(Dj) ƥ Ã1,kj) ××... (ζ (Dn)ƥ Ãn,hn)) 

 Les notations utilisées dans ce modèle sont : 

- Ãj,k :      le kème ensemble flou (intervalle fou) de l’attribut Aj, 1≤ k ≤ hj. 

- Dj :        le domaine des valeurs précises d’un attribut Aj. 

- vij :        une valeur précise de l’attribut Aj dans le tuple ti (i=1..n, j= 1..m), 

- πij :        la distribution de possibilité (valeur imprécise) de l’attribut Aj dans le tuple 

ti.  

- ζ(Dj) :  la collection des distributions de possibilité de l’attribut Aj définie sur son  

domaine Dj et ×  représente le produit Cartésien, 

- µÃjk :      la fonction d’appartenance de l’ensemble flou Ãjk  (µ Ãjk : Dj →[0, 1]).  

- ƥ :     l’opérateur de restriction flou. Cet opérateur est défini dans la sous-section 

suivante. 

Sémantique de l’opérateur de restriction flou 

Sémantiquement, une bases de données possibiliste est interprétée comme étant un    

ensemble de bases de données possibles (appelées mondes possibles). Chaque monde possible 

est obtenu en choisissant une valeur candidate appartenant à la distribution de possibilité 

[BOS 03]. Pour une base de données possibiliste contenant « 3 » valeurs imprécises 

représentées par des distributions de possibilité, où chaque valeur contient au maximum 4 

valeurs candidates ; le nombre de mondes possibles est de 3×4. Ce type d’interprétations 

génère un nombre important de représentations pour des bases de données contenant un 

nombre important de distributions de possibilité.  
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Réciproquement à cette interprétation inflationniste, on suggère une interprétation 

restrictive basée sur la restriction des valeurs possibles sur un ensemble flou. Un opérateur de 

restriction ƥ est donc utilisé pour caractériser la sémantique des bases de données 

possibilistes généralisées donnée si dessous.   

 Supposons la restriction floue (ensemble flou) Ғ, avec son degré d’appartenance µҒ. 

L’ensemble des modèles [Ғ] de Ғ est lui-même flou. Supposons aussi que le cas épistémique 

de réalisation A(X) est représenté par une distribution de possibilité π définie sur le domaine 

de Ғ (notée par ∆). Puisque les valeurs précises de A(X) ne sont pas connues, le fait que A(X) 

satisfait ou pas la restriction floue Ғ peut être incertain. L’évaluation de la possibilité (resp. la 

nécessité) de réalisation de A(X) par rapport à la restriction floue Ғ est donnée par l’ensemble 

flou  ΠҒ (resp. NҒ). De ce fait, deux sémantiques sont associées à l’opérateur de restriction 

(πA(X)(d) ƥ µҒ(d)). Ces sémantiques sont représentées par les ensembles flous ΠҒ et NҒ dont 

les fonctions d’appartenance sont décrites en (IV.33) et (IV.34). 

Définition 12 : (opérateur de restriction flou) 

L’opérateur de restriction flou ƥ défini sur les ensembles ζ(Dj) et Ãj correspond à l’ensemble 

de toutes les paires <p, n> tel que : 

ζ(Dj) ƥ Ãj ={‹p,n› /  ∃ A(X) ∈ Dj : p =µΠҒ(A(X))  ∧ .... n =µNҒ(A(X))}      (IV.32) 

où les fonctions d’appartenance ΠҒ (resp. NҒ) sont données par :  

 µΠҒ(A(X)) = Supd∈∆ Min(µҒ(d), πA(X)(d))                                        (IV.33) 

 µNҒ(A(X)) = Infd∈∆ Max(µҒ(d), 1-πA(X)(d))                                          (IV.34) 

De ce fait, une base de données possibiliste généralisée a deux interprétations, une 

interprétation possible résultant de (IV.33) et une interprétation certaine résultant de (IV.34).  
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a) Interprétation certaine (nécessaire) d’une base de données possibiliste  

Etant donné une relation possibiliste généralisée ℵ  définie sur le schéma          

R(Ã1,1,…, Ã1,h1,…., Ãj,1,…, Ãj,hj,…., Ãn,1,…, Ãn,hn), une interprétation certaine (nécessaire) de 

ℵ, notée Nℵ, est définie sur les ensembles flous NÃi,j comme suit : 

Nℵ   ⊆  NÃ1,1×…×NÃ1,h1×….×NÃj, ×…× NÃj,hj×…×NÃn,1×…×NÃn,hn      (IV.35) 

 Sur le schéma R, un tuple (noté t ̃i, i=1..n) de l’instance Nℵ contient les valeurs 

certaines (notées tĩ[Ãj,k]) de la partition floues correspondante : 

 

  Infd ∈ Dj   max(µAjk(d), 1-πij(d))      si ti.Aj = πij 

t ̃i[Ãj,k] =  
  µAjk(vij)            si ti.Aj = vij     (valeurs précise) 

 

b) Interprétation possible d’une base de données possibiliste  

Etant donné une relation possibiliste généralisée ℵ  définie sur le schéma          

R(Ã1,1,…, Ã1,h1,…., Ãj,1,…, Ãj,hj,…., Ãn,1,…, Ãn,hn), une interprétation possible de ℵ, notée 

Πℵ, est définie sur les ensembles flous NÃi,j comme suit : 

Πℵ   ⊆  ΠÃ1,1×…×ΠÃ1,h1×….×ΠÃj, ×…× ΠÃj,hj×…×ΠÃn,1×…×ΠÃn,hn     (IV.36) 

 Sur le schéma R, un tuple (noté t ̃i, i=1..n) de l’instance Πℵ  contient les valeurs 

possibles (notées tĩ[Ãj,k]) de la partition floues correspondante : 

  Supd ∈ Dj   Min(µAjk(d), 1-πij(d))      si ti.Aj = πij 

t ̃i[Ãj,k] =  
  µAjk(vij)            si ti.Aj = vij     (valeurs précise) 

Exemple 6 :  

Soit le schéma de la relation Etudiant(Nom, Age, Mathematique, Information) donné dans 

l’exemple du modèle de Prade et Testemale (exemple 5). Le GPRM permet de modéliser les 
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attributs Age, Mathematique et Informatique par différents ensembles flous. Le schéma de 

relation correspondant est le suivant :  

Ẽtudiant(Nom, Age.Enfant, Age.T_Jeune, Age.Jeune, Age.Adulte, Age.Vieux, 

Mathématique.Mauvais, Mathématique.Moyen, Mathématique.bon, 

Informatique.Mauvais, Informatique.Moyen, Informatique.Bon). 

Une interprétation en terme de certitude Nℵ correspondant à l’extension de la relation 

possibiliste Etudiant est représentée par la table ci-dessous. Une partition floue des attributs 

Mathematique et Informatique est donnée par la figure Fig. IV.7, et une partition floue de 

l’attribut Age est représentée par la figure Fig. IV.8. 

 Age Mathématiques Informatique 
Nom  Enfant   T_jeune Jeune  adulte vieux Mauvais  Moyen bon Mauvais  Moyen Bon  

Amel  0 0 0.5 0 0 0.4 0.6 0 0 0.6 0 

Hider 0 0 1 0 0 0.6 0.4 0 0 0 0 

Med Ali 0 0 1 0 0 0.5 0.25 0 0.12 0.5 0 

Ramzi  0 0.3 0.55 0 0 0.4 0.6 0 0.12 0.95 0 

Kamel  1 1 1 1 1 0 0 0.8 0 0 0.8 

Nourdine  0 0.5 0 0 0 0.25 0.8 0 0.95 0 0 

Sami  0 0 1 0 0 1 0 0 0.6 0.4 0 

Tab. IV.5. Interprétation certaine de la relation Ẽtudiant. 

 Age Mathématiques Informatique 
Nom  Enfant   T_jeune Jeune  adulte vieux Mauvais  Moyen bon Mauvais  Moyen Bon  

Amel  0 0.5 1 0.5 0 0.4 0.6 0 0.4 1 0 

Hider 0 0 1 0 0 0.6 0.4 0 0 0 0 

Med Ali 0 0 1 0 0 0.8 0.5 0 0.5 0.8 0 

Ramzi  0 0.3 0.55 0 0 0.4 0.6 0 0.12 0.95 0 

Kamel  1 1 1 1 1 0 0.3 1 0 0.3 1 

Nourdine  0.5 1 0.3 0 0 0.25 0.8 0 1 0.12 0 

Sami  0 0 1 0 0 1 0 0 0.6 0.4 0 

Tab. IV.6. Interprétation possible de la relation Ẽtudiant. 
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Fig. IV.6. Partition floue des domaines NoteMathématique et NoteInformatique. 

 

 

 

Fig. IV.7. Partition floue du domaine de l’attribut Age. 
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IV.4-  Les Dépendances Fonctionnelles Floues (DFFs) 

Par leur utilité incontestable dans l’organisation logique des bases de données, les 

dépendances fonctionnelles ont aussi été étendues pour supporter les différentes situations où 

les bases de données sont floues (imprécises).  

IV.4.1- Principes des dépendances fonctionnelles floues  

Etant donné un schéma de relation R, une instance r et deux ensembles d’attributs 

X, Y ≠ ∅, X ∩ Y =∅. Une dépendance fonctionnelle floue, notée X∼>Y, peut être appréhendée 

selon différents principes que nous présentons ci-après : 

 Principe de relation floue, 

 Principe des valeurs imprécises, 

 Principe d’égalité floue, 

 Principe de quantificateurs flous. 

A)-  Le principe de relation floue   

Soit R une relation floue avec des tuples munis d’un degré d’appartenance du tuple t à la 

relation r. Ce type de relation exprime un concept graduel tel que chaque tuple appartient plus 

ou moins à une classe d’éléments sous-jacente. Le degré d’appartenance du tuple peut alors 

jouer un rôle dans la satisfaction de la DFF. Dans ce cas, la valeur de vérité de la DFF X∼>Y, 

notée par TR(X∼>Y) est donnée par : 

TR(X→Y) = Inft1, t2[∧(µR(t1), µR(t2), EQ(t1.X, t2.X)) ⇒f EQ(t1.Y, t2.Y)]      (IV.35)               

où ∧ est la conjonction, ⇒f est une implication floue et EQ( t1.X, t2.X) = 1 si t1.X = t2.X, 

0 sinon. 

Le résultat de cette expression appartient à l’intervalle unité [0, 1] et ne peut être ni la base 

du théorème de décomposition, ni un outil valide de conception de base de données 

[BOS 97b]. 

B)-  Le principe de valeurs imprécises 

Le second changement de l’expression (II.2) apparaît lorsqu’on admet que les valeurs 

prises par X et/ou Y sont « imprécisément » connues et représentées par des distributions de 
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possibilité. Le problème qui se pose alors est au niveau de la manipulation de  

l’imprécision/incertitude des données présentes dans la base de données.  

L’idée est d’étendre la notion de DF sur des valeurs imprécises des attributs. Le point clé 

(et ainsi la sémantique de la DF étendue) est lié à la comparaison (égalité) entre les valeurs 

imprécises. En fonction des propositions, la comparaison est basée soit sur les représentations 

des valeurs, soit sur leur signification dans le cadre possibiliste. Dans les deux cas, le résultat 

est dans [0, 1] et une implication à valeurs multiples est nécessaire.  

C)-  Le principe d’égalité floue 

La troisième modification de la formule (II.2) est la relaxation de l’égalité stricte à une 

relation de ressemblance (EQ). L’idée est de prendre en considération des valeurs de X et Y 

qui ne sont pas strictement égales mais seulement ressemblantes. Si l’opérateur de 

ressemblance et l’implication sont choisis convenablement, La DFF X ∼> Y peut entraîner la 

validité de la DF usuelle X → Y. l’interprétation canonique de cette extension est : « les plus 

proches valeurs de X impliquent les plus proches valeurs de Y. Pour l’instant, dans une 

relation EMPLOYE, on peut avoir la propriété : « les plus proches expériences et jobs, les plus 

proches salaires », en d’autres termes « les employés avec l’expérience et un travail similaires 

doivent avoir des salaires similaires ». X∼>Y peut être défini par :  

∀ t1, t2 ∈ r : EQ(t1. X, t2. X) ⇒RG  EQ(t1.Y, t2.Y)                              (IV.36) 

⇒RG : implication de Rescher-Gaines.  

La DF classique reste valide et la relation R(X, Y, Z) avec la DFF X∼>Y peut être 

évidemment décomposée en ces deux projections R(X, Y) et R(X, Z), comme dans la cas usuel.  

D)-  Le principe de quantificateur flou  

Le changement suivant concerne la relaxation du quantificateur universel (le ∀ (t1, t2)) en  

des quantificateurs flous. Autrement dit, la DF X→Y n’est pas vérifiée pour tout couple de 

tuples (t1, t2) ∈ r, il existe des couples tel que t1.X = t2.X et  t1.Y ≠ t2.Y.  
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Exemple 7 : 

Soit l’extension suivante : 

A B C 
a1 b1 c1 
a1 b1 c2 
a1 b1 c3 
a1 b2 c4 
a1 b3 c5 

Pour la DF candidate  A→B par exemple, les deux dernières valeurs de l’attribut B rendent 

cette DF non valide. Dans ce cas on peut dire que la DF A → B est valide à 3/5 = 0.6,  i, e. à 

60%.  

D’un point de vu pratique, ce type d’extension ne peut être utilisée dans le but de 

concevoir, mais peut fournir quelques méta-connaissances sur l’état courant de la base de 

données.      

Diverses définitions de la notion de dépendance fonctionnelle floue (DFF) ont été 

proposées depuis 1988. Chacune d’elles traite un ou plusieurs aspects (principe) de 

l’imprécision de l’information et peut s’intégrer dans un ou plusieurs  modèles de base de 

données relationnelles floues présentés précédemment.  

IV.4.2-  Les modèles de Dépendances Fonctionnelles Floues  

A partir des différents principes énoncés précédemment, différents modèles de 

dépendances fonctionnelles floues ont été construits et proposés dans la littérature. Nous 

présentons dans cette section, les plus importants d’entre eux.  

A)-  Approche de Kiss et al    

A. Kiss dans [KIS 91] a introduit une définition de DFFs basée sur le principe de relation 

floue, dite de « type 1 ». Ce type de relations correspond à des relations classiques dont les 

tuples sont pondérés par leur degré d’appartenance à la relation). 

La DFF (X ∼> Y) correspond à la formule (II.2), mais sa valeur de vérité n’est plus {0, 1} 

mais plutôt une valeur TR (X ∼> Y) ∈ [0, 1] définie par : 

TR(X ∼> Y) = mint1, t2 [min [µr(t1), µr(t2), t1.X = t2.X]  ⇒L  t1.Y = t1.Y]     (IV.37)  
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Où ⇒L  est l’implication de Lukasiewicz, et µR(t1) est le degré d’appartenance de t1 à r.   

Cette expression peut être interprétée comme suit : La paire de tuples qui a le plus grand 

degré d’appartenance, qui viole la DF classique correspond à la DFF (X ∼> Y) la moins 

satisfaite. Le but de cette proposition n’est pas la réduction (élimination) de la redondance, 

mais plus la minimisation de l’espace de stockage (la réduction de redondance implique la 

minimisation de l’espace de stockage, alors que la minimisation de l’espace de stockage 

n’implique pas la réduction de redondance).   

L’auteur introduit, principalement, un théorème de décomposition « léger ». En effet, si 

TR(X ∼> Y) ≥ θ, alors le sous-ensemble rα(X, Y, Z) de r(X, Y, Z) dont le degré d’appartenance 

de ses tuple est supérieur  à α , peut être décomposée à ces deux projections  rα[X, Y] et rα[X, 

Z] où α > 1- θ.  

B)-  Approche de Raju et Mazumder  

Une dépendance fonctionnelle floue pour Raju et Mazumdar dans [RAJ 86][RAJ 88] est 

une expression de la forme : 

X ∼> Y est une DFF valide dans  une relation floue r sur R  si et seulement si :  

∀ t1, t2 ∈ r   EQ(t1.X, t2.X)  ⇒RG  EQ(t1.Y, t2.Y)                           (IV.38) 

Où  ⇒RG  est l’opérateur d'implication de Rescher-Gaines, et EQ est  une relation de 

ressemblance, définie par : 

EQX(t1, t2) =  Minu  1 -  πt1.X(u) - π t2.X(u)                                        (IV.39) 

Cette notion de DFF  peut être appliquée aux bases de données classiques comme elle peut 

être appliquée aux relations floues contenant des tuples pondérés, elle est plus forte que la 

notion de DF  dans les relations classiques.  

C)-  Approche de Prade et Tastemale 

Prade et Testemale [PRA 84] ont considéré  le modèle possibiliste de données floues  

avec des contraintes de DFFs  tel que « l'âge détermine approximativement le salaire », où la 

relation peut avoir quelques valeurs d'attributs imprécis, et sont décrits au moyen de 
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distributions de  possibilité. Les auteurs ont présenté la définition suivante : Une DFF X ∼> Y 

est valide dans r, si et seulement si : 

∀ t1, t2 ∈ r :   [t1.X  =  t2.X] ⇒ [EQ (t1.Y, t2.Y)] ≥ λ                   (IV.40) 

Où λ est un seuil fixé et EQ  une relation de ressemblance utilisée pour comparer une paire 

des valeurs classiques ou leurs de distributions possibilité. Quand EQ est appliquée aux 

distributions de  possibilité, elle calcule le degré d'égalité des valeurs imprécises t1.X  et t2.X  

en utilisant la formule (IV.41) ci-dessous (t1.X  et t2.X  sont représentés respectivement par les 

distributions de possibilité πt1.X  et  πt2.X ).  EQ est une fonction d'un sous-ensemble de  domX 

→ [0, 1] définie par :  

EQ(t1.X, t2.X) = Supx∈dom X   Min(πt1.X (x), πt2.X (x))                 (IV.41) 

D)-  Approche de Bhuniya et Niyogi  

Bhuniya et Niyogi [BHU 93] ont donné une définition de DFF en considérant les 

contraintes de type : « les salaires des employés ayant des qualifications presque égales 

devrait être plus ou moins égal ». Par cette approche, une DFF X ∼> Y est valide dans r si et 

seulement si : 

∀ t1, t2 ∈ r : EQ(t1.X, t2.X) ⇒RG EQ(t1.Y, t2.Y)  

         ou EQ(t1.X, t2.X) - EQ(t1.Y, t2.Y) ≤ 1-β                          (IV.42) 

où EQ(t1.X, t2.X) ≥ α  et EQ(t1.Y, t2.Y) ≥ α , et α < β < 1 

Les résultats suivants ont été établis : 

 Une axiomatique étendue saine et complète, 

 Le théorème de décomposition sans perte d’information est valide et un algorithme pour 

tester la préservation de DFFs quand la décomposition est appliquée. 

E)-  Approche de Cubero et al 

Cubero et al. [CUB 93][CUB 94] considèrent qu’une DFF X∼>(α, β)Y est valide dans r si 

et seulement si : 

∀ t1, t2 ∈ r : EQ(t1.X, t2.X) ≥ α ⇒ EQ(t1.Y, t2.Y) ≥ β                               (IV.43)  
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Cela signifie que si t1.X est X-ressemblant à t2.X à un degré au minimum α, alors t1.Y doit 

être Y-ressemblant à t2.Y à un degré au minimum β. Cette définition ne capture pas la 

sémantique de la relation fonctionnelle. Si X∼>(α, β)Y est valide, X → Y n’est pas 

nécessairement valide dans cette relation. L’inverse aussi n’est pas vrai (si X → Y est valide 

cela n’implique pas que  X∼>(α, β)Y est valide). Puisque dans une relation qui satisfait la DF X 

→ Y, il peut avoir deux tuples satisfaisant EQ(t1.X , t2.X) ≥ α  et  EQY(t1.Y, t2.Y) < β, ce qui 

viole  X ∼> (α, β) Y. 

 Aussi la DFF X ∼>(1, 1)Y n’implique pas la DF X→ Y à moins qu’on restreint la relation de 

ressemblance comme dans la proposition de Raju et Majumder [RAJ 86][RAJ 88] à :        

EQ(a, b) = 0 pour a ≠ b. 

F)-  Approche de Chen et al 

Chen [CHE 95] et Chen et al. [CHE 95b] ont défini de manière similaire la DFF sur des 

relations floues. Pour un seuil λ donné, une DFF, notée X ∼>λ Y (λ ∈] 0, 1]),  est valide sur r 

si et seulement si :    

∀ t1, t2 ∈ r : Si  t1.X=t2.X  Alors  t1.Y=t2.Y  

                                         Sinon [EQ(t1.X, t2.X) ⇒G EQ(t1.Y, t2.Y)] ≥ λ                     (IV.44)   

Où ⇒G est l'opérateur de l'implication de Gôdel.  

Cette définition d’une DFF est  également plus forte que la notion de DF dans des 

relations classiques, c’est-à-dire si la DFF X ∼>λY  est valide dans la relation floue r, alors  X 

→ Y est aussi valide dans r.  

Les résultats suivants ont été démontrés : 

 Un ensemble d’axiomes d’inférence étendu complet et sain, 

 Le théorème de décomposition sans perte d’information est valide, 

 Un algorithme pour tester la préservation des DFFs quand la décomposition est appliquée.   

Cependant, cette définition présente une certaine discontinuité dans la dépendance  

fonctionnelle des valeurs de Y  sur valeurs de X, puisque si la ressemblance de des valeurs de 

Y est  supérieur ou  égal à λ,  peut  importe  si  les valeurs de X, associés  à ces valeurs de Y, 
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ne sont pas égales. Ainsi, la sémantique de la définition n'est pas  strictement fonctionnelle 

par nature. 

G)-  Approche de Bosc et al  

Dans les approches précédentes, quelques problèmes ont été mis en évidence, en 

particulier le respect du sens de la DF en présence de données imprécises. Pour surmonter ces 

problèmes, Bosc et al. [BOS 97b] ont suggéré une approche où aucun seuil n’apparaît et la 

DF classique est étendue dans le sens que la caractéristique fonctionnelle est préservée dans 

les deux niveaux de représentation (classique et flou) et ainsi le théorème de décomposition 

est applicable. Pour cela, ils ont utilisé « les règles graduelles » [DJO 07b] et  « les règles de 

certitude ». La définition proposée alors pour une dépendance fonctionnelle floue est la 

suivante : 

X ∼> Y est une DFF valide dans r si et seulement si :                   

∀ t1, t2 ∈ r :  Si t1.X = t2.X Alors  t1.Y = t2.Y                                              

                                Sinon  EQX(t1, t2) ⇒RG EQY(t1, t2)                           (IV.45) 

où ⇒RG est l’implication de Rescher-Gaines et la relation EQ est définie par : 

EQ(t1.X, t2.X)=Supx∈domX Min (πt1.X(x), (πt2.X(x)). 

Il vaut la peine de noter que la première partie de la définition traite la fonction au niveau 

de la représentation (qui est purement syntaxique), quand à la deuxième partie elle exprime la 

contrainte au niveau des valeurs elles même en terme de possibilité d’existence de fonction 

entre X et Y.    

IV.5-  Etat de l’art sur la découverte des DFFs 

Malgré la multitude de modèles de dépendances fonctionnelles floues, il n’existe dans la 

littérature (à notre connaissance) qu’un seul travail concernant la découverte de DFFs à partir 

de bases de données contrairement aux dépendances fonctionnelles classiques qui ont reçu 

beaucoup d’attention (voir chapitre III).  
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En effet, sur le problème de l’inférence des DFFs, nous n’avons pu trouver qu’un seul 

travail qui traite ce problème. Dans ce travail [WAN 00], l’auteur propose un algorithme dit 

"Level-Wise search of functional dependencies algorithm" ou "algorithme de Wang". 

Algorithme de Wang  

L’algorithme proposé par Wang à pour objectif la découverte des dépendances 

fonctionnelles floues définies par la formule (IV.45) : 

Cet algorithme se base sur l’intégration de la procédure COMPUTE-DEPENDENCIES 

dans l’algorithme TANE de Huhtala. L’algorithme 1 présente le pseudo-code de cette 

approche. 

Algorithme 1 : level-wise search of functional dependencies [WAN 00] 

Entrée : r, une relation sur R 
Sortie : F, une couverture de dep(r) 
1 :  F ← ∅ 
2 : L0 ← {∅} 
3 : C+(∅) ← R 
4 : L1 ← {{A} A∈ R} 
5 : i ← 1 
6 : while Li ≠ ∅ do 
7 :   for every X∈ Li, COMPUTE-RHS-CANDIDATES C+(X)   
8 :  PRUNE (Li, F) 
9 :  COMPUTE-DEPENDENCIES(Li, F) 
10 :  Li+1 ← GENERATE-NEXT-LEVEL(Li, F) 
11 :  i ← i +1 
12 : end while   

Remarque : 

 Les procédures COMPUTE-RHS-CANDIDATES et PRUNE sont les mêmes que dans 

l’algorithme TANE. 
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La procédure COMPUTE-DEPEDENCIES  

La procédure COMPUTE-DEPENDENCIES dans l’approche de Wang commence par 

calculer pour chaque paire de tuple (t1, t2) ∈ r et pour chaque partie gauche X ∈ r, 

EQ(t1.X, t2.X) de la manière suivante.   

-  Si la partie gauche X est réduite à un seul attribut, alors : 

                          EQ(t1.X, t2.X) = Supx∈dom X  Min(πt1.X(u), (πt2.X(u))   

- Si  la partie gauche X est un sous-ensemble d’attributs (X= X1X2…Xn), alors : 

                        EQ(t1.X, t2.X) = Max(EQ(t1.X1, t2.X1), EQX2(t1.X2, t2.X2),…, EQ(t1.Xn, t2.Xn))  

L’algorithme 2 représente la procédure COMPUTE-DEPENDENCIES. 

Algorithme 2 : COMPUTE-DEPENDENCIES (Li, F) 

1. For every attribute Ai in X and AR, calculate EQA(ti, tj) between every two tuples ti and tj 

in r,  

2. Check  EQX(ti, tj) ≤ EQA(ti, tj) for every i, j in r. If true, then the else part of the 

dependency in (IV.45) is satisfied,  

3. If step (2) is true and EQX(ti, tj) = EQA(ti, tj) = 1, then check t1.X = t2.X ⇒  t1.Y=t2.Y.   If 

true, then the functional dependency in (IV.45) holds. 

Limites de l’approche de Wang  

L’approche de Wang présentée ci-dessus n’est pas optimale dans la mesure où :  

 Aucun élagage n’est effectué sur l’espace des tuples. De ce fait cet algorithme peut 

être assimilé à l’algorithme naïf de la découverte des dépendances fonctionnelles (cf. § 

III.4.2.1). La considération de tout l’espace de tuple dans chaque étape de 

l’algorithme représente une contrainte importante pour des bases de données 

volumineuses. Sa complexité algorithmique est de l’ordre de |R| ∗ 2|R| - 1.  

 L’approche est proposée pour une définition de DFF qui est une règle implicative mais 

ne respect pas la sémantique des dépendances fonctionnelles classiques. 

 De plus, l’utilisation de la co-norme « Max » dans la relation EQ sur des sous-attributs 

(de taille supérieure à 1) semble est inappropriée.   
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IV.6-  Conclusion 

La notion de « fuzzification » du modèle relationnel touche presque tous les fondements 

théoriques du modèle relationnel défini par CODD. Nous citons : les valeurs des champs, le 

domaine de définition des attributs, la définition d’une dépendance fonctionnelle et même les 

opérateurs relationnels. Dans ce chapitre, nous avons présenté les principaux modèles flous, 

sans arborer la « fuzzification » de l’algèbre relationnelle. Quand aux définitions des DFFs 

vues dans ce chapitre, elles apportent toutes des visions différentes (selon la signification 

donnée au terme « Flou »). 

Dans le prochain chapitre, nous allons apporter à notre tour une nouvelle définition aux 

dépendances fonctionnelles floue, qui sera adaptée à notre conception de la « fuzzification », 

tout en proposant la partie axiomatique et algorithmique permettant de découvrir ce type de 

DFFs à partir d’une base de données existante, par des techniques de Data Mining. 
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Contrairement à la notion de dépendance fonctionnelle qui est définie de manière 

unique dans le cas de base de données classiques, la notion de dépendance fonctionnelle 

floue a plusieurs définitions présentes dans la littérature (cf. §IV.4). Cette diversité des 

DFFs provient : 

D’une part, de la multitude de raisons pouvant rendre une base de données floue. Ces  

raisons ne sont pas exclusives mutuellement et peuvent être résumés en trois 

points essentiels:  

 Bases de données avec domaines d’attributs flous : ce qui signifie que les valeurs 

des données sont imprécises et peuvent être représentées par : des ensembles flous, 

des distributions de possibilité, des variables linguistiques ou bien même des 

valeurs manquantes),  

 Bases de données avec des tuples flous : ce qui signifie que les valeurs des attributs 

peuvent être précises mais le tuple lui-même est pondéré par un degré 

d’appartenance à la base de données,  

 Bases de données avec des schémas de relation flous : ce qui signifie que les 

attributs peuvent être des partitions floues, comme c’est le cas avec le modèle 

GPRM.  

D’autre part, l’interprétation de cette « fuzzification », sur une même base de données 

peut être différente d’un auteur à un autre. Autrement dit, la sémantique des DFFs peut être 

différente. Par exemple, les définitions de Cubero et al. et de Chen et al. ont des 

sémantiques différentes malgré qu’elles sont destinées au même type de bases de données 

floues (base de données possibilistes).  
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En dépit de l’intérêt qu’ont reçu les DFFs, il existe peu de travaux traitant leur 

inférence à partir de bases de données existantes. Dans ce chapitre, nous proposons une 

approche complète d’Extraction de Connaissance à partir de Données (ECD) dédiée à la 

découverte des DFFs à partir de bases de données possibilistes. Cette approche basée sur le 

concept de stratification sera détaillée dans la section §V.2. Mais avant, nous expliquons 

d’abord la préparation et la mise en forme des données cibles qui est une phase de l’étape 

de consolidation dans tout processus d’ECD.  

V.1-  Préparation des données cibles  

Comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent (cf. §IV.3), il existe une multitude 

de modèles de données floues et un nombre assez conséquent de définitions de DFFs. Par 

conséquent, il est difficile de proposer une approche globale pour l’inférence des DFFs 

sans définir les modèles de données floues à traiter et la définition de DFF adoptée. La 

sous-section suivante présente de manière très synthétique les différentes formes que 

peuvent avoir les données dans les bases de données imprécises.    

V.1.1-  Choix du modèle cible et fuzzification des données   

Les bases de données floues auxquelles nous nous intéressons dans le cadre de notre 

travail sont des bases de données dont l’imprécision touche essentiellement les valeurs de 

données. Par conséquent, les modèles relationnels flous présents dans la littérature prenant 

en charge cette catégorie de bases de données sont : le modèle d’Umano-Fukami, le 

modèle de Prade et Testemale, le modèle GEFRED et le modèle GPRM. Les valeurs des 

données dans ces modèles peuvent être sous plusieurs formes possibles. Ces formes sont 

récapitulées par le tableau suivant.  

Type de données  Notation Exemple 
Valeurs précises  vij t1.Age = 45 
Distribution de possibilité πij t1.Salaire = 0.5/30+1/38+0.8/40 
Ensemble flou µij t3.Age = 0.8/27 
Variables linguistiques Lij t4.Salaire = bas  
Valeurs manquantes  Missing Value t2.Job = Missing value 

Tab.V.1. Récapitulatif des différentes formes de données traitées 
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L’exemple suivant illustre une relation comportant ce type de valeurs. 

Exemple 1 : 

Soit l’instance de relation EMPLOYE(Nomemp, Age, Job, Salaire) représentée par le table 

suivante : 

# Nomemp Age (année) Job  Salaire (mille DA) 
1 Aissat  45 Chef de service  0.5/30+1/38+0.8/40
2 Foudhil  31 Missing value 27
3 Kaidi 0.8/27 Ingénieur  23.6
4 Ait said Jeune Chauffeur   bas

Dans notre travail, nous proposons d’effectuer un "mapping" de ces modèles vers un 

modèle purement possibiliste (fuzzification des données). Et cela a pour but d’unifier la 

représentation des données (sous forme de distributions de possibilité) afin de faciliter la 

comparaison de leurs valeurs par une relation de ressemblance unique.  

Les procédures de fuzzification des différentes représentations de données traitées, afin 

qu’elles soient directement exploitables par l’algorithme proposé pour l’inférence des 

DFFs, sont résumées dans le tableau suivant :  

Types de données floues Fuzzification Exemple (Age) 

Valeurs précises  Attribuer un degré de possibilité égal 
à 1 pour la valeur de ti.Aj 

t1.Age = 1.0/45 

Distribution de possibilité Aucune fuzzification  t1.Salaire = 0.5/30+1/38+0.8/40 

Ensemble flou Aucune fuzzification t3.Age = 0.8/27 

Variables linguistiques Remplacer par sa distribution de 
possibilité  

t4.Salaire = 0.6/10+1.0/13+ 0.4/15  

Valeurs manquantes  Appliquer la transformation de 
Dubois et Prade 

Cette méthode est détaillée dans la 
section V.2. 

Tab.V.2. Fuzzification des données. 

Remarque très importante 

La présence de valeurs manquantes est un phénomène indésirable dans une base de 

donnée, car elle cause de nombreux problèmes lors des différents traitements effectués sur 

ces bases. Prenant le cas de dépendances fonctionnelles, l’inférence de ces dernières à 

partir de bases de données existantes impose la comparaison de toutes les valeurs des 
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tuples pour chaque attribut. Dans le cas où des valeurs manquantes existent dans la base, 

cette comparaison devient impossible. Pour cela, il est nécessaire de générées des valeurs 

substitutives pour remplacer les valeurs manquantes. La transformation de Dubois et Prade 

est une méthode pouvant être utilisée pour palier au problème des valeurs manquantes.   

V.1.2-  Traitement des valeurs manquantes 

L’application de la transformation de Dubois et Prade, lors de la fuzzification des 

données (sur les valeurs manquantes), permet de générer des distributions de possibilité 

pour ces valeurs en utilisant les distributions de probabilités sous-jacentes. Ce qui fait que 

dans notre cas (base de données), pour tout attribut contenant des valeurs manquantes on 

génère d’abord la distribution de probabilités des données représentée par la fréquence 

d’apparition des différentes valeurs du domaine d’un attribut dans la relation considérée.  

Le problème de transformation des probabilités en possibilités a suscité de nombreux 

travaux [DUB 86][CIV 86][DEL 87][LAS 00][DUB 00b]. Un principe de consistance 

entre probabilités et possibilité a été pour la première fois posé par Zadeh [ZAD 78] de 

façon informelle : ce qui est probable devrait être possible. Dubois et Prade ont ensuite 

traduit ce principe par l’inégalité :   

Ρ(A)  ≤  Π(A)   ∀A ⊆ Ω                                                                              (V.1) 

où Ρ et Π désigne, respectivement, une mesure de probabilité et de possibilité sur un 

domaine  Ω = {ω1, ..., ωK}. Dans ce cas, on dit que Π domine Ρ. Transformer une mesure 

de probabilité en une mesure de possibilité revient à choisir une mesure de possibilité dans 

l’ensemble F(Ρ) des mesures de possibilité dominant Ρ. Dubois et al. [DUB 91][DUB 04] 

ont proposé d’ajouter les contraintes suivantes, qui assurent la préservation de la forme de 

la distribution (contraintes de préservation d’ordre strict) : 

pi < pj ⇔ πi < πj  ∀ i, j ∈ {1, …, K}                                                             (V.2) 

où pi = Ρ({ωi}) et πi = Π({ωi}), pour tout i ∈ {1, …, K}. Il alors naturel de chercher la 

distribution de possibilité π la plus spécifique vérifiant (V.1) et (V.2). On rappelle qu’une 

distribution de possibilité π est plus spécifique que π′ si πi ≤ πi′, ∀i. Dubois et Prade  

[DUB 91][DUB 04] montrent que la solution à ce problème existe et est unique. Elle peut 
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être décrite de la façon suivante. En supposant que pi ≠ pj quel que soit i, j (i ≠ j), il est 

possible de définir une relation d’ordre stricte L sur Ω = {ω1, ..., ωK} telle que :  

(ωi, ωj) ∈L ⇔ pi < pj.                                                                                   (V.3) 

Soit σ une permutation des indices {1, …, K} associée à cet ordre strict telle que 

pσ(1) < pσ(2) <…< pσ(K) ou, de façon équivalente :  

 σ(i) < σ(j) ⇔ (ωσ(i), ωσ(j)) ∈ L.                                                                     (V.4) 

La permutation σ est une bijection et la transformation inverse σ−1 donne le rang de 

chaque pi dans la liste des probabilités triées par ordre croissant. On peut alors exprimer la 

transformation de Dubois et Prade sous la forme suivante : 

∀i.   πi = ∑ { j | σ
-1

(j) ≤  σ 
-1

(i)}  pj                                                                     (V.5) 

Exemple 2 : 

Soit p1 = 0.2, p2 = 0.35, p3 = 0.4, et p4 = 0.05. Alors on a σ(1) = 4, σ(2) = 1, σ(3) = 2, 

σ(4) = 3 and σ−1(1) = 2, σ−1(2) = 3, σ−1(3) = 4, σ−1(4) = 1. La transformation (V.5) donne 

donc la distribution de possibilité suivante : 

π1 = p1 + p4 = 0.2 + 0.05 = 0.25 

π2 = p2 + p1 + p4 = 0.35 + 0.2 + 0.05 = 0.6 

π3 = p3 + p2 + p1 + p4 = 0.4 + 0.35 + 0.2 + 0.05 = 1 

π4 = p4 = 0.05. 

Remarque : 

La formulation (V.5) suppose que les valeurs de pi soient toutes différentes. Si au 

moins deux valeurs sont égales, (V.3) n’induit pas un ordre strict, mais un ordre partiel P 

sur Ω. Cet ordre partiel peut être représenté par l’ensemble de ses extensions linéaires 

Λ (P) = {Ll, l = 1, L}, telle que chaque extension linéaire est obtenue en choisissant un 

ordre sur les valeurs égales. A chaque extension linéaire possible Ll de Λ (P), correspond 

une permutation σl de l’ensemble {1, ..., K} telle que : 

σl(i) < σl(j) ⇔ (ωσl (i), ωσl (j)) ∈ Ll.                                                             (V.6) 
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Dans ce cas, la distribution la plus spécifique compatible avec p = (p1, ..., pK) est obtenue 

en retenant le maximum sur toutes les permutations possibles : 

∀i,     πi = Maxl = 1, L  ∑ { j | σl -1(j) ≤  σl -1(i)}  pj                                           (V.7) 

Exemple 2 :  

Soient p1 = 0.2, p2 = 0.5, p3 = 0.2, et p4 = 0.1. Il y a donc deux permutations possibles 

σ1(1) = 4, σ1(2) = 1, σ1(3) = 3, σ1(4) = 2 et σ2(1) = 4, σ2(2) = 3, σ2(3) = 1, σ2(4) = 2.  

En appliquant la transformation (V.7), on obtient : 

π1 = Max(p4 + p1, p4 + p3 + p1) = Max(0.3, 0.5) = 0.5 

π2 = p4 + p1 + p3 + p2 = 1 

π3 = Max(p4 + p1 + p3, p4 + p3) = Max(0.5, 0.3) = 0.5 

π4 = p4 = 0.1. 

Remarque : On voit que p1 = p3 implique que π1 = π3, une condition imposée par la 

préservation des ordres stricts.   

V.2-  Présentation de l’approche stratifiée  

L’approche stratifiée est dédiée aux bases de données floues comportant les différents 

types de données floues présentées dans le tableau Tab.V.1. Le résultat des différentes 

transformations (fuzzifications) est une base de données dont les valeurs des attributs sont 

représentées par des distributions de possibilité. Cette approche se base sur la proposition 

d’une nouvelle définition de DFF donnée dans la sous-section §V.2.1. En suite, un 

ensemble de règles d’inférence de ce nouveau type de DFFs seront prouvés dans la 

sous-section §V.2.2. Enfin, le processus complet de découverte de ces DFFs, en s’inspirant 

des algorithmes de Data Mining pour l’inférence des DFs, sera détaillé dans la sous-section 

§V.2.3. 
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V.2.1-  Proposition d’une nouvelle définition de dépendance 
fonctionnelle floue 

Nous avons choisi de proposer une nouvelle définition de DFF sur laquelle notre 

approche sera basée. Cette définition s’inspire du fait que la condition d’égalité  des tuples 

dans le cas des DFs doit être traduite par une relation de ressemblance forte entre les 

couples de tuples dans le cas de DFFs. Pour cela nous utilisons la notion de coupe de 

niveau α sur l’ensemble des couples de tuples pour ne sélectionner que ceux dont le degré 

de ressemblance est supérieur ou égal à un seuil α fixé. Notre définition de DFF prend en 

considération deux principes de fuzzification (cf. IV.4.1), qui sont :  

(B)   le principe des valeurs imprécises (les valeurs sont des distributions de possibilité), 

(C)   le principe de l'égalité floue (la relation d’égalité entre les valeurs est une relation de 

ressemblance).  

Le choix de ces deux principes n'est pas arbitraire, il a été plutôt imposé par le type de 

bases de données floues que nous manipulons. (i,e. Base de données où l'imprécision est 

modélisée par des distributions de possibilité). La définition formelle de DFF est la 

suivante : 

Définition 1 : (dépendance fonctionnelle floue de niveau α) 

Une dépendance fonctionnelle floue de niveau α (en abrégé : α-DFF), notée X∼>α Y 

(α ∈ ]0, 1]), avec X, Y ⊂ R, est valide dans une relation floue (possibiliste) r sur R si, et 

seulement si : 

∀ t1, t2 ∈ r : Si  t1.X = t2.X Alors t1.Y = t2.Y 

                                      Sinon EQX(t1, t2) ≥ α ⇒ EQY(t1, t2) ≥ EQX(t1, t2)                (V.8) 

Où EQX est une relation de ressemblance définie par :  

EQX(t1, t2)  = Supu ∈ dom(X) Min(πt1.X(u), (πt2.X(u)). Si X est un seul attribut.   (V.9) 

- Si  X  est un sous-ensemble d’attributs de R. (X = A1A2… Ak), alors on aura : 

EQX(t1, t2) = Min(EQA1(t1, t2), EQA2(t1, t2),…, EQAk(t1 t2)).                         (V.10) 
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La définition (V.8) des α-DFFs peut être formulée d’une autre manière. Le lemme 1 

représente une autre manière d’exprimer l’expression V.8 en utilisant les ensembles flous. 

Ces ensemble sont définis comme suit :  

Soit X un ensemble flou dont les éléments sont des paires de tuples (ti, tj, Xαij) ∈ r × r, 

où Xαij est le degré de ressemblance de ti et tj. L’ensemble X est défini par : 

X = {((ti, tj), Xαij) | (ti, tj) ∈ r ×r  : i =1..(m-1),  j = 2..m}                           (V.11) 

et soit Xα la coupe de niveau α de l’ensemble X.  Xα est donc définit comme suit : 

Xα = {((ti, tj), Xαij) | Xαij ≥ α}                                                                   (V.12) 

Lemme 1 :                                            

Une α-DFF X ∼>α Y peut être exprimée en terme d’inclusion floue de l’ensemble Xα dans 

l’ensemble Yα. La deuxième partie de l’expression (V.8) est équivalente à : 

Xα  ⊆f Yα                                                                                                    (V.13) 

Remarque : 

 Contrairement aux coupes de niveau α qui sont des ensembles ordinaires (non flous), 

l’ensemble Xα garde trace du degré d’appartenance de ces éléments à l’ensemble X.   

⊆f est l’inclusion floue définie par l’expression (IV.17).  

 Le lemme 1 sera utilisé essentiellement pour prouver certaines règles d’inférence et 

pour la formalisation d’une coupe de niveau α dans la partie algorithmique.    

V.2.2-  Axiomes d’Armstrong  

Pour prouver la correction des axiomes d’Armstrong correspondants à la définition 1, 

considérons une relation r  sur R(A1,…, An) et deux tuples quelconques t1 et t2 de r . Les 

règles d’inférence des DFs s’étendent dans le cas flou de la manière suivante :  
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FF1. Réflexivité: Si  Y ⊆ X est valide, alors  X ∼>α Y est valide. 

Preuve : 

Soit X = A1A2…Ak,  et soit Ai ⊆ X tel que :  

EQX(t1, t2) = Min(EQA1(t1, t2),…, EQAk(t1, t2)) = EQAi(t1, t2)  

- On veut montrer :  ∀ t1, t2 ∈ r : EQX(t1, t2) ≥  α ⇒ EQY(t1, t2) ≥ EQX(t1, t2) 

-  Par hypothèse : Y  ⊆ X. on aura donc deux cas possibles : 

a) Ai ⊆ Y   

(Ai ⊆ Y ) ⇒ EQY(t1, t2) = EQAi(t1, t2) ⇒ EQX(t1, t2) = EQY(t1, t2)  

D’où : X ∼>α Y est vérifiée. 

b)  Ai ⊄ Y 

Ai ⊄ Y ⇒ [EQY(t1, t2) ≥ EQAi(t1, t2)] ⇒ [EQY(t1, t2) ≥ EQX(t1, t2)] ⇒ [∀ t1, t2 ∈ r :  

EQX(t1, t2) ≥  α ⇒ EQY(t1, t2) ≥ EQX(t1, t2)]].  

D’où, X ∼>α Y est vérifiée. 

De  a) et b), on aura donc : une α-DFF X ∼>α Y est réflexive. � 

FF2. Augmentation : Si X ∼>α Y est valide, alors XZ ∼>α YZ est valide. 

Preuve :  

- Par hypothèse on a : X∼>αY est valide dans r cela veut dire :  

∀ t1, t2 ∈ r, EQX(t1, t2) ≥ α ⇒EQY(t1, t2) ≥ EQX(t1, t2) 

Soit Z un sous-ensemble d’attributs de R. on aura donc : 

EQXZ(t1, t2) = Min(EQX(t1, t2), EQZ(t1, t2)) et EQYZ(t1, t2) = Min(EQY(t1, t2), EQZ(t1, t2)) 

- On veut montrer que : ∀ t1, t2 ∈ r, EQXZ(t1, t2) ≥ α ⇒ EQYZ(t1, t2) ≥ EQXZ(t1, t2). 

- Trois cas se présentent : 

a) 1er cas :  EQY(t1, t2) ≥ EQX(t1, t2) ≥ EQZ(t1, t2) 

[EQY(t1, t2) ≥ EQX(t1, t2) ≥ EQZ(t1, t2)] ⇒ [EQYZ(t1, t2) = EQZ(t1, t2)] ∧ [EQXZ(t1, t2) = 

EQZ(t1, t2)] ⇒ [EQYZ(t1, t2) = EQXZ(t1, t2)] ⇒ [∀ t1, t2 ∈ r , [EQXZ(t1, t2) ≥ α ⇒ EQYZ(t1, t2) 

≥ EQXZ(t1, t2)]] ⇒ (XZ ∼>α YZ).  
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b) 2ème cas :  EQY(t1, t2) ≥ EQZ(t1, t2) ≥ EQX(t1, t2) 

[EQY(t1, t2) ≥ EQZ(t1, t2) ≥ EQX(t1, t2)] ⇒ [EQYZ(t1, t2) = EQZ(t1, t2)] ∧ [EQXZ(t1, t2) = 

EQX(t1, t2)] ⇒ [EQYZ(t1, t2) ≥  EQXZ(t1, t2)] ⇒ [∀ t1, t2 ∈ r, [EQXZ(t1, t2) ≥ α ⇒ 

EQYZ(t1, t2) ≥ EQXZ(t1, t2)]] ⇒ (XZ ∼>α YZ). 

c) 3ème cas : EQZ(t1, t2) ≥ EQY(t1, t2) ≥ EQX(t1, t2) 

[EQZ(t1, t2) ≥ EQY(t1, t2) ≥ EQX(t1, t2)] ⇒ [EQYZ(t1, t2) = EQY(t1, t2)] ∧ [EQXZ(t1, t2) = 

EQX(t1, t2)] ⇒ [EQYZ(t1, t2) ≥  EQXZ(t1, t2)] ⇒ [∀ t1, t2 ∈ r, [EQXZ(t1, t2) ≥ α ⇒ 

EQYZ(t1, t2) ≥ EQXZ(t1, t2)]] ⇒ (XZ ∼>α YZ). 

De  a), b) et c), on obtient : X ∼>α Y ⇒ XZ ∼>α YZ. Par conséquent, la règle 

d’augmentation est valide pour une α-DFF X ∼>α Y.� 

FF3. Transitivité : Si X ∼>α Y et Y ∼>α Z sont valides, alors X ∼>α Z est valide. 

Preuve : 

Nous utilisant le lemme 1 afin de prouver la transitivité des α-DFFs.  

La règle FF3. se réécrit en : (Xα  ⊆f Yα) ∧ (Yα  ⊆f Zα) ⇒ (Xα ⊆f Zα).  

-  On suppose que : (Xα  ⊆f Yα) et (Yα  ⊆f Zα). Cela veut dire : 

Xα ⊆f Yα  ⇔ (∀ u ∈ X ⇒ u ∈ Y et µX(u) ≤ µY(u))… (i)  

Y α ⊆f Zα  ⇔ (∀ u ∈ Y ⇒ u ∈ Z et µY(u) ≤ µZ(u))… (ii) 

-  et on veut prouver que : X ∼>α Z (Xα  ⊆f Zα) 

Sachant que : l’opérateur "≤" utilisé dans les expressions (i) et (ii) est l’opérateur de 

comparaison « inférieur ou égale », alors cet opérateur est transitif , d’où :  

(i) ∧ (ii)  ⇒ [(∀ u ∈ X ⇒ [u ∈ Y⇒ u ∈ Z] et µX(u) ≤ µY(u)) ≤ µZ(u))] ⇒ [µX(u) ≤ µZ(u)] 

⇒ (Xα ⊆f Zα ) ⇒ (X ∼>α  Z). 

D’où : la règle de transitivité est valide pour une α-DFF X ∼>α  Y. � 

Des propriétés additionnelles peuvent être dérivées à partir des axiomes 

d’Armstrong prouvés ci-dessus. Parmi ces propriétés, les trois propriétés suivantes sont 

valides.     
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FF4. Décomposition : Si   X ∼>α YZ est valide, alors X∼>α Y  et  X ∼>α Z sont valides. 

FF5. Union : Si X ∼>α Y et X ∼>α Z sont valide, alors X ∼>α YZ est valide. 

FF6. Pseudo-transitivité : Si  X ∼>α Y et WY ∼>α Z sont valides, alors WX ∼>α Z est 

valide. 

Théorème 1 : 

L’ensemble I = {FF1, FF2, FF3, FF4, FF5, FF6} forme un système complet et correct.  

La preuve de ce théorème est donnée en annexe 2. 

V.2.3-  Processus global de découverte des α-DFFs (algorithme 

général α-FFD-Extract) 

Avant de présenter le processus de découverte de dépendances fonctionnelles floues à 

partir de bases de données possibilistes, nous allons d’abord définir les différents concepts 

mathématiques que nous allons utiliser dans notre approche.    

A)-  Définitions formelles  

Les définitions des différentes notions utilisées dans le processus de découverte des 

α-DFFs sont les suivantes. 

Définition 2 : (ensemble de DFFs minimales non triviales valides à un niveau α et  

couverture canonique de dep(r )) 

Un ensemble d’α-DFFs minimales non triviales, noté Φα  est défini par : ∀ f ∈ Φα : f est de 

la forme X∼>α K vérifiant les conditions suivantes : 

1. X ⊂ R : X est dit partie gauche de l’α-DFF X∼>α K. X∈ {1, …, n-1}, (n étant le 

nombre d’attributs dans R), 

2.  K∈ R, (K est dit partie droite de l’α-DFF X∼>α K. K= 1), 

3. ∀ X′ ⊂ X : X′∼>α K n’est pas valides dans r, 

4. K ∉ X.   
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Soit dep(r) l’ensemble de toutes les α-DFFs vérifiées dans la relation r. L’ensemble Φα 

constitue une couverture canonique de dep(r) puisqu’à partir de cet ensemble on peut 

déduire toutes les α-DFFs valides dans r en utilisant les axiomes d’Armstrong prouvées 

dans la section §V.2.2.    

Définition 3 : (Ensemble des parties gauches candidates de taille i+1 d’un attribut K) 

L’ensemble des parties gauches candidates, de taille (i+1), d’un attribut K, noté 

Li+1(Φα, K), est l’ensemble des sous-ensembles d’attributs X de taille (i+1) pouvant vérifier 

une α-DFFs (X∼>α K). Chaque élément X de cet ensemble correspond à l’union de deux 

éléments X″ et X′″ appartenant à Li(Φα, K) dont l’intersection est un sous-ensemble 

d’attributs X′ de taille (i-1). Les sous-ensembles d’attributs X″ et X′″  correspondent à des 

parties gauches non valides de taille i (les α-DFFs X′′∼>α K et  X′″∼>α K ne sont pas 

valides dans r ).  

Li+1(Φα, K) = {X / X= i+1 : X = X″∪X′″,  avec X′′, X′″ ∈ Li(Φα, K), X′ = X′′∩X′″  
et |X′ | = i-1et r |≠ {X′′∼>α K,  X′″∼>α K}}.  

Exemple : Soit X″ = AB et X′″ = AC. Alors X = X″ ∪X′″ = ABC. 

Définition 4 : (Ensemble des parties gauches de taille i d’un attribut K) 

L’ensemble des parties gauches de i d’un attribut K, noté LHSi[K], est l’ensemble de sous-

ensembles d’attributs X de taille i, tel que l’α-DFFs X∼>α K est valide dans r .  

LHSi[K] = {X | X= i,   r  |= X∼>α K} 

Définition 5 : (Ensemble de toutes les parties gauches valides d’un attribut K)  

L’ensemble des parties gauches valides d’un attribut K, noté lhs(Φα, K), correspond à 

l’union sur i de tous les ensembles de parties gauches de K de i. cet ensemble est défini 

comme suit : 

lhs(Φα, K) = {X ⊂ R |  r  |= X∼>α K} 

Définition 6 : (sous-ensemble de Xα  en accord avec Kα) 

Soit Xα  la coupe de niveau α telle qu’elle est définie dans (V.11), et soit X[K]acc un 

sous-ensemble de Xα en accord Kα. X[K]acc est l’ensemble des couples de tuples (ti, tj) 
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appartenant à Xα, tel que (ti, tj) appartient à Kα  et Xαij ≤ Kαij. En d’autres termes, 

X[K]acc ⊆f Kα .  

X[K]acc  = {(ti, tj, Xαij) ∈ Xα | (ti, tj, Kαij) ∈ Aα  et Xαij ≤ Kαij}. 

Définition 7 : (sous-ensemble de Xα  en désaccord avec Kα) 

De la même manière on définit un sous-ensemble de Xα  en désaccord avec Kα, noté 

X[K]des par l’ensemble des couples de tuples (ti, tj) appartenant à Xα, tel que Xαij > Kαij. 

X[K]des = {(ti, tj, Xαij) ∈ Xα | (ti, tj, Kαij) ∈ Aα  et Xαij > Kαij} 

Propriétés :    

 Xα = X[K]des ∪ X[K]acc et X[K]des ∩ X[K]acc = ∅, 

 Si X[K]acc  = Xα  alors X∼>α K est valide dans r, 

 K[K]acc  = Kα et K[K]des  = ∅. 

B)-  Principe général du processus de découverte des α-DFFs  

L’approche stratifiée de découverte des α-DFFs minimales non triviales valides dans 

une base de données possibiliste est une approche basée sur une stratégie à partie gauche 

(en anglais : Left Hand Side Strategy), ce qui signifie que nous fixons les parties droites 

des α-DFFs potentiellement valides et nous induisons ensuite les parties gauches 

correspondantes de telle sorte à avoir un ensemble d’α-DFFs valides dans la relation r. Les 

parties droites des α-DFFs étant réduites à un seul attribut, l’ensemble de ces parties 

droites est donc l’ensemble de tous les attributs de R. Par contre, les parties gauches des 

α-DFFs peuvent être de taille entre 1 et (n-1), où n est le nombre d’attributs de R. 

L’algorithme α-FFD-Extract est un algorithme par niveau, ce qui signifie que dans cet 

algorithme, les parties gauches LHSi[K], de taille i, d’un attribut K sont découvertes à 

partir des parties gauches LHSi-1[K] de K. Cette manière de faire permet d’élaguer 

l’ensemble des parties gauches candidates Li(Φα, K), de taille i, en éliminant lors de la 

construction de cet ensemble toutes les parties appartenant à l’ensemble LHSi-1[K].  
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C)-  Algorithme α-FFD-Extract  

Le processus complet de découverte est formalisé par l’algorithme α-FFD-Extract. Les 

étapes de cet algorithme peuvent être décrites de la manière suivante :  

En ligne 01, l’administrateur de base de données fixe le seuil minimal de ressemblance 

α, entre les valeurs des attributs de la base, qu’il souhaite avoir.  

En ligne 02, la procédure ALPHA_CUT_SET appliquée sur l’ensemble des attributs 

de R permet d’obtenir toutes les coupes de niveau α de ces attributs.  

De la ligne 03 à la ligne 15, la boucle For permet de rechercher pour chaque attribut K 

de R ses parties gauches valides. Le procédé de recherche est le suivant : en premier lieu 

on initialise i à 1 (ligne 4), où i représente la taille des parties gauches recherchées, et 

l’ensemble L1(Φα, K) à l’ensemble des attributs de R \ K (ligne 5), ce qui empêche d’avoir 

des α-DFFs triviales.  

Dans la boucle While (ligne 06 à 13) les éléments de l’ensemble Li(Φα, K) qui sont des 

parties gauches potentiellement valides d’α-DFFs seront validées par la procédure 

I_LEV_LHS (ligne 07). En ligne 8, l’ensemble Li(Φα, K) sera élagué en éliminant les  

parties gauches valides, cela nous permet d’avoir que les α-DFFs minimales. En ligne 09, 

l’ensemble des parties gauches candidates de taille (i+1), Li+1(Φα, K) sera construit. Cet 

ensemble sera élagué pour éliminer les parties gauches candidates non minimales par la 

procédure PRUNE (ligne 10). La variable i qui représente la taille des parties gauche est 

incrémentée (ligne 11), pour réitérer la boucle While, jusqu’à ce que l’ensemble des 

parties gauches candidates Li(Φα, K) soit vide. En ligne 13, l’ensemble de toutes les parties 

gauches valides des α-DFFs dans la partie droite est K est l’union sur i  de toutes les 

parties gauches valides de taille i. Enfin, La procédure α-FFD_OUTPUT est une mise en 

forme d’α-DFFs, en faisant la correspondance entre les parties gauches et les parties 

droites des α-DFFs valides.  
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Remarque :   

 Toutes les procédures évoquées précédemment (ALPHA_CUT_SET,  I_LEV_LHS, 

PRUNE, α-FFD_OUTPUT) seront détaillées juste après l’algorithme 1 (Algorithme 

α-FFD-Extract).  

 On désigne par A un attribut générique de R, K un attribut partie droite, B un attribut 

partie gauche différente de la partie A et X un sous-ensemble d’attribut de taille 

supérieure à 1 représentant une partie gauche.  

Algorithme 1 : Algorithme α-FFD-Extract  
Entrée : r, relation sur R. α, seuil minimal de ressemblance des valeurs. 
Sortie : Φα, ensemble de dépendances fonctionnelles floues minimales non triviales de 

niveau α valides dans r. 

01:  α ← v  (v ∈ ]0, 1]) ; 
02: ALPHA_CUT_SET(A) ; 
03:  For all  K ∈ R  do  //chercher les lhs des parties droites des α-DFFs 
04:  i ← 1 ;                // Inialisation de la taille des parties gauche recherchées à  1 
05:  Li(Φα, K) ←  {B \ K / B ∈ R};  // Inialisation de lhs candidates de K, de taille 1  
06:  While Li(Φα, K) ≠ ∅  do  
07:                   I_LEV_LHS(K); 
08:                        Li(Φα, K) ← Li(Φα, K) \ LHSi[K] ; 
09:                        Li+1(Φα, K) ← {X / X= i+1: X=X″⋈X′ X′″, X′′, X′″ ∈ Li(Φα, A) et X′ = 

X′′∩X′″  et |X′ | = i-1}; 
10:                        PRUNE(Li+1(Φα, K)) ; 
11:                   i ← i +1; 
12:       end while ;  
13:   lhs(Φα, K) ←  ∪i  LHSi[K] ; 
14:  End for ; 
15: α-DFF_OUTPUT ; 

D)-  Détermination des coupes de niveau α 

Les DFFs auxquelles nous nous intéressons sont des α-DFFs, ce qui signifie que leur 

validité ne s’étend pas sur l’intervalle [0, 1], mais sur un intervalle [α, 1]. Cette contrainte, 

malgré qu’elle restreint la plage de validité de la DFF, elle permet toute fois d’avoir une 

sémantique des DFFs « proche » de celle des DFs classique. Autrement dit, pour un seuil 

de ressemblance α proche de un “1”, les DFFs sont testées sur des couples de tuples 

fortement ressemblants. Pour avoir les α-DFFs, nous utilisons la notion de α-coupe sur les 

valeurs des attributs représentées par des distributions de possibilité.  
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La procédure ALPHA_CUT_SET est une procédure de prétraitement3 des données 

pour l’algorithme α-FFD-Extract. En ligne 01 à 03, on calcule le degré de ressemblance 

pour toutes les paire de tuple (ti, tj) de r, sur chaque attribut A de R. Ce degré de 

ressemblance est noté Aαij, en ensuite on compare le degré de ressemblance Aαij au seuil 

de ressemblance minimal fixé α. Un triplet (ti, tj, Aαij) appartiendra à la coupe de niveau α 

d’un attribut A si, et seulement si le degré de ressemblance Aαij est supérieur ou égal à α.  

L’algorithme 2 présente le pseudo-code de la procédure ALPHA_CUT_SET.   

Algorithme 2: Algorithme ALPHA_CUT_SET() 
Entrée : R relation  
Sortie :  Aα, ensemble des α-coupes 
 
//  Coupes α des attributs de la relation R 

01:     for all (ti, tj) ∈ r × r    do 
02:          for all  A ∈ R  do    
03:                Aαij ← Supu ∈domK Min (πti.A(u), πtj.A(u)) 
04:           if    Aαij ≥ α    then  
05:                           Aα ← Aα  ∪ (ti, tj, Aαij) 
06:          End if 
07:          End for 
08:      End for 

E)-  Validation des parties gauches de taille i de chaque attribut K  

Après avoir généré des parties gauches X potentiellement valides pour une partie droite 

K, il est nécessaire de vérifier la validité de ces parties par rapport à K. d’après le lemme 1, 

une partie gauche X candidate, de taille i, appartenant à Li(Φα, K) est valide si, et 

seulement si la coupe α de X est incluse dans la coupe α de K.  L’ensemble LHSi[K] des 

partie gauches d’un attribut K est défini donc par : 

              LHSi[K] = {X / X= i, Xα ⊆f Kα}                       

Où : Xα ⊆f Kα  ⇔ ∀(ti, tj) ∈ Xα , (ti, tj) ∈ Kα et Xαij ≤ Kαij 

                                                 
3 Procédure de prétraitement ou étape de prétraitement dans un processus d’ECD (cf. Chapitre III). 
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La procédure I_LEV_LHS(K) de l’algorithme α-FFD-Extract permet la validation des 

parties gauche candidates en se basant sur le lemme 2 qui utilise la notion d’ensemble en 

désaccord avec K, notée X[K]des définie plus haut.  

Lemme 2 :  

Soit X un sous-ensemble d’attributs de R, tel que X = X″⋈X′ X′″. Vérifier si Xα est inclus ou 

égal à Kα (c'est-à-dire X ∼>α K est valide dans r ) revient à vérifier si : 

X″[K]des ∩f X′″[K]des = ∅.  

Où  ∩f  représente l’inclusion floue de deux ensemble en utilisant la T-norme « Min ». 

Formellement, on aura : 

                              X[K]des = ∅                          si  X= 1                                     (i) 
X ∼>α K  ⇔       
                        X″[K]des ∩f X′″[K]des = ∅      si X> 1 (X = X″⋈X′ X′″)           (ii)                         

Preuve : 

(i)   Montrer que :  (X= 1  ∧ X ∼>α K est valide )  ⇔  X[K]des = ∅     

X ∼>α K    ⇔    Xα ⊆f Kα  

                  ⇔ [X[K]des ∪ X[K]acc]  ⊆f  [K[K]acc∪ K[K]des] 

⇔ (X[K]acc  ⊆f K[K]acc) et (X[K]des  ⊆f  K[K]des) 

⇔ X[K]des  ⊆f  ∅ 

⇔ X[K]des  =  ∅. 

(ii)   Montrer que : ( X> 1 (i,e. X = X″⋈X′ X′″) ∧  X ∼>α K  )  ⇔ ( X″[K]des ∩f X′″[K]des = 

∅ ) 

X ∼>α K    ⇔    Xα ⊆f Kα  

                  ⇔ (X″α ∩f X″′α) ⊆f Kα  

⇔ [X″[K]des ∪ X″[K]acc] ∩f  [X′″[K]des ∪ X′″[K]acc] ⊆f Kα  

⇔ [[X″[K]acc  ∩f X′″[K]acc] ∪ [X″[K]acc  ∩f X″[K]des] ∪ [X″[K]des ∩f X′″[K]acc] 

∪ [X″[K]des  ∩f X′″[K]des]] ⊆f  [K[K]acc∪ K[K]des] 
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⇔ [[[X″[K]acc∩f X′″[K]acc] ∪ [X″[K]acc∩f X″[K]des] ∪ [X″[K]des∩f X′″[K]acc]] 

⊆f K[K]acc] et [[X″[K]des  ∩f X′″[K]des] ⊆f K[K]des] 

⇔ [X″[K]des  ∩f X′″[K]des] = ∅. □    

La procédure I_LEV_LHS fonctionne de la manière suivante : on initialise une variable 

x  à i qui représente la taille le parties gauches candidates à vérifier (ligne 1), la variable x 

sert différencier la première itération des suivantes. De la ligne 02 à la ligne 18 on 

détermine pour chaque partie gauche candidates X ∈ Li(Φα, K) le sous-ensembles de Xα en 

désaccord avec K, notés X[K]des. Ces sous-ensembles nous serviront dans les lignes 19 à 21 

à vérifier la validité des parties gauches candidates en utilisant les résultats du lemme 2.  

Algorithme 3 : Algorithme I_LEV _LHS(K) 
Entrée :  Li(Φα, K), candidates de taille i. 
Sortie :   LHSi [K], partie gauche de taille i de l’attribut A. 

01:   x = i ; 
02:   if  x =1  
03:             then  
04:                   for all    X ∈ Li(Φα, K)   do   // tester l’inclusion : Xα ⊆f Kα    
05:                         for all   (ti, tj) ∈ Xα    do  
06:                               if   Xαij ≤  Kαij    
07:                                            then  
08:                                                  X[K]acc ← X[K]aac ∪ (ti, tj, Xαij) ; 
09:                                            else 
10:                                                  X[K]des  ← X[K]des ∪ (ti, tj, Xαij) ; 
11:                               endif ; 
12:                         endfor ;     
13:                   endfor  
14:             else 
15:                   for all X ∈ Li+1(Φα, K) do           // X = X″ ⋈X′ X′″  tel que X″ , X′″ ∈ Li(Φα, 
K)  
16:                                    X[A]des ← X″ [A]des  ∩ X′″ [A]des ; 
17:                   endfor ;     
18:   endif ;          
19:   if    Xdes  = ∅   then      
20:                    LHSi [K] ← LHSi [K] ∪{X} ; 
21:   endif ; 
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F)-  Elagage de l’ensemble des partie gauches candidates de taille i+1  

Après avoir généré l’ensemble Li+1(Φα, K) des parties gauches candidates de taille 

(i+1) d’un attribut K ∈ R, à partir des Li(Φα, K) (voir algorithme 1). Tous les éléments X 

de Li+1(Φα, K) représentant un sur-ensemble d’attributs d’un élément X’ ∈ LHSi[K] (c’est-

à-dire X = X’C, où C ∈ R) sont éliminés (enlevés) de Li+1(Φα, K) par la procédure PRUNE. 

Cette procédure élague l’ensemble des parties gauches pour ne pas avoir des parties 

gauches non minimales. L’algorithme 4 représenté ci-après est le pseudo-code de la 

procédure PRUNE. 

Algorithme 4 : Algorithme PRUNE(Li+1(Φα, K)) 
Entrée: Li+1(Φα, K), ensemble de partie gauches candidates de taille i+1 
Sortie:  Li+1(Φα, K), ensembles de parties gauches candidates élagué 

// Élaguer les parties gauches candidates non minimales  

01: for all  X’ ∈ LHSi[K] do  
02:         for all X ∈ Li+1(Φα, K)  do 
03:                    if   X’ ⊂ X   then  
04:                               Li+1(Φα, K) ← Li+1(Φα, K) \ {X} 
05:                    endif 
06:         endfor 
07: endfor  

G)-  Mise en forme des α-DFFs validées  

L’obtention des α-DFFs minimales non triviale à partir des parties gauches est une simple 

mise en forme comme le montre l’algorithme 5 ci-après. Pour chaque attribut K ∈ R, et 

pour chaque  X ∈ lhs(Φα, K), afficher l’α-DFFs (X ∼>α K) valide dans la relation r  

considérée. 

Algorithme 5 : Algorithme α_FFD_OUTPUT  

Entrée : LHS(Φα, K), ensembles des parties gauches d’un attribut K.  
Sortie :  Φα, ensemble des α-DFFs minimales non triviales valides dans la relation r.  

1: For all   K ∈ R  do 
2:     For all    X ∈ lhs(Φα, K)  do  
3:            Afficher(X ∼>α  K)  
4:     End for 
5:      Φα← Φα∪  (X ∼>α K) 
6: End for. 
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H)-  Comparaison de la complexité algorithmique de α_FFD_Extract et celle 

de l’algorithme de WANG 

Le test de la validité d’une DFF X ∼> A par l’algorithme de WANG prend un temps de 

O[r 2 * (X +1)].   

Dans notre cas cette complexité peut être réduite par le fait que nous effectuons une 

coupe de niveau α sur l’espace r 2, cela peut être expliquer comme suit : 

Etant donné deux tuples quelconques t1, t2 ∈ r, soit P(α, X) la probabilité que EQX(t1, t2) ≥ 

α. 

Pour un seuil de ressemblance α, la complexité de l’algorithme d’inférence des α-

DFFs devient donc : O[r 2 * [(X +1)* P(X, α)]. Tel que : P(X, α) ≤ 1. 

V.3-   Exemple d’application  

Soient la relation EMPLOYE(NumEmp, NomEmp, PrenomEmp, Job, Exprerience, 

Salaire, NbVoit) et r une instance de la relation EMPLOYE à valeurs manquantes 

représentée comme suit :  

# NumEmp NomEmp PrenomEmp Job Exprerience Salaire(DA) NbVoit 
1 2 Nelson Roberto CS 1 40 000,00 1
2 4 Young Bruce DR 2 60 500,00 2
3 5 Lambert Kim ? ? ? ?
4 8 Johnson Leslie IN 1 25 050,00 0
5 9 Forest Phil IN 1 25 050,00 0
6 11 Weston K. J. ? ? ? ?
7 12 Lee Terri CS 1 40 000,00 1
8 14 Young Stewart IN  2 28 000,00 0
9 15 Papadopoulos Katherine ? ? ? ?
10 20 Hall Chris  IN 1 25 050,00 0

 

Les abréviations CS, DR et IN représentent respectivement les valeurs du domaine Job 

de chef de service, directeur et ingénieur. 

Par souci de concision, les attributs NumEmp, NomEmp, PrenomEmp, Job, 

Expérience, Salaire, NbVoit sont renommés respectivement A, B, C, D, E, F, G.  
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Le symbole   ?   représente une valeur manquante (en anglais : missing value). La 

génération de valeurs substitutives (distributions de possibilité) pour remplacer les valeurs 

manquantes dans l’instance de la relation EMPLOYE est traitée dans ce qui suit.  

V.3.1-  Traitement des données manquantes (Missing Values) 

Dans la section §V.1 nous avons parlé des différentes procédures de fuzzification des 

données imprécises qui peuvent apparaître dans une base de données floues. Les données 

figurant  dans la table de relation précédente sont de deux types (valeurs précises et valeurs 

manquantes). Les transformations à effectuer sont : 

- Attribution d’un degré de possibilité égal à un « 1 » pour les valeurs précises,  

- Application de la transformation de Dubois et Prade afin de générer des 

distributions de possibilité pour remplacer les valeurs manquantes.  

Application de la transformation de DUBOIS et PRADE  

Pour l’attribut D : 

-  Les valeurs du domaine sont {CS, DR, IN}  

-  Le nombre de tuple à valeurs précises est : 7   

-  Les fréquences d’apparition des valeurs du domaine sont :  

p1= Prob(x=CS) = 2/7= 0.3    p2 = Prob(x=DR) = 1/7= 0.15 

p3 = Prob(x=IN) = 4/7= 0.55 

-  La distribution de possibilité peut être générée à partir de ces probabilités comme suit :  

Du moment que les probabilités sont toutes différentes, alors il y a une seule 

permutation possible, et qui est :   

σ(1) = 2, σ(2) = 1, σ(3) = 3, à laquelle correspond  σ1
-1(1) = 2, σ1

-1(2) = 1, σ1
-1(3) = 3,       

En appliquant la transformation de Dubois et Prade on obtient :  

π1 = ∑{j σ
-1

(j) ≤ σ
-1

(1)}  pj = p1+p2 = 0.45 ;   π2 = ∑{j σ
-1

(j) ≤ σ
-1

(2)}  pj = p2 = 0.15 ; 
 

π3 = ∑{j σ
-1

(j) ≤ σ
-1

(3)}  pj = p1+p2, p3 = 1.0 ;  

La distribution de possibilité générée pour remplacer une valeur manquante pour l’attribut 
D est : « 0.45/ CS+0.15/DR+1.0/IN »   

D’où : t3.D = t6.D = t9.D = 0.45/ CS+0.15/DR+1.0/IN 
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Pour l’attribut E : 

-  Les valeurs du domaine sont {1, 2}  

-  Le nombre de tuple à valeurs précises est : 7   

-  Les fréquences d’apparition des valeurs du domaine, sont :  

p1 = Prob(x = 1) = 5/7 = 0.7  p2 = Prob(x = 2) = 2/7 = 0.3  

-  La distribution de possibilité peut être générée à partir de ces probabilités comme suit :  

Du moment que les probabilités sont différentes alors il y une seule permutation possible : 

σ(1) = 2, σ(2) = 1, à laquelle correspond  σ-1(1) = 2, σ-1(2) = 1,        

En appliquant la transformation de Dubois et Prade on obtient :  

π1 = ∑{j σ
-1

(j) ≤ σ
-1

(1)}  pj = p1+p2= 1 ;   π2 = ∑{j σ
-1

(j) ≤ σ
-1

(2)}  pj = p2 = 0.3 ; 

 

La distribution de possibilité générée pour remplacer une valeur manquante pour l’attribut 

E est : « 1.0/1+0.3/2 »   

D’où : t3.E = t6.E = t9.E = 1.0/1+0.3/2  

Pour l’attribut F : 

-  Les valeurs du domaine sont {25050,00 ; 28 000,00 ; 40000,00 ; 60 500,00}  

-  Le nombre de tuple à valeurs précises est : 7  

-  La fréquence d’apparition des valeurs du domaine sont :  

p1 = Prob(x = 25050,00) = 3/7= 0.4   p2 = Prob(x = 28000,00) = 1/7= 0.15  

p3 = Prob(x = 400500,00) = 2/7= 0.3  p4 = Prob(x = 60500,00) = 1/7= 0.15. 

-  La distribution de possibilité peut être générée à partir de ces probabilités comme suit :  

Du moment que p2 = p4 il y a donc deux permutations possibles : 

 p2 est le plus petit : σ1(1) = 2, σ1(2) = 4, σ1(3) = 3, σ1(4) = 1, à laquelle correspond  

σ1
-1(1) = 4, σ1

-1(2) = 1, σ1
-1(3) = 3, σ1

-1(4) = 2 ;  

 p4 est le plus petit : σ2(1) = 4, σ2(2) = 2, σ2(3) = 3, σ2(4) = 1 à laquelle correspond  

σ2
-1(1) = 4, σ2

-1(2) = 2, σ2
-1(3) = 3, σ2

-1(4) = 1.    

En appliquant la transformation de Dubois et Prade on obtient :  



 
Chapitre V                                                                                                                                        Contributions 
  
  

 120

π1 = Max l=1,L ∑{j σl
-1

(j) ≤ σl
-1

(1)}  pj = Max(∑{j σ1
-1

(j) ≤ σ1
-1

(1)}  pj, ∑{j σ2
-1

(j) ≤ σ2
-1

(1)}  pj) = 

Max(p1+p2+p3+p4, p1+p2+p3+p4) = p1+p2+p3+p4 = 1.0 ; 

π2 = Max l=1,L ∑{j σl
-1

(j) ≤ σl
-1

(2)}  pj = Max(∑{j σ1
-1

(j) ≤ σ1
-1

(2)}  pj, ∑{j σ2
-1

(j) ≤ σ2
-1

(2)}  pj) = 

Max(p2, p2+ p4) = p2+ p4= 0.30 ; 

π3 = Max l=1,L ∑{j σl
-1

(j) ≤ σl
-1

(3)}  pj = Max(∑{j σ1
-1

(j) ≤ σ1
-1

(3)}  pj, ∑{j σ2
-1

(j) ≤ σ2
-1

(3)}  pj) = 

Max(p2+p3+p4, p2+p3+p4) = p2+p3+p4= 0.60 ;  

π4 = Max l=1,L ∑{j σl
-1

(j) ≤ σl
-1

(4)}  pj = Max(∑{j σ1
-1

(j) ≤ σ1
-1

(4)}  pj, ∑{j σ2
-1

(j) ≤ σ2
-1

(4)}  pj) = 

Max(p2+p4, p4) = Max(0.30, 0.15)= 0.30 ; 

La distribution de possibilité générée pour remplacer une valeur manquante pour l’attribut 

F est : « 1.0/25050+0.3/28 000 +0.60/40000+0.30/60500 »  

D’où : t3.E = t6.E = t9.E = 1.0/25050+0.3/28 000 +0.60/40000+0.30/60500 

Pour l’attribut G : 

-  Les valeurs du domaine sont {0 ; 1 ; 2}  

-  Le nombre de tuple à valeurs précises est : 7  

-  Les fréquences d’apparition des valeurs du domaine sont :  

p1 = Prob(x = 0) = 4/7= 0.55  p2 = Prob(x = 1) = 2/7= 0.3 

p3 = Prob(x = 2) = 1/7= 0.15 

-  La distribution de possibilité peut être générée à partir de ces probabilités comme suit :  

Du moment que les probabilités sont différentes alors il y aune seule permutation possible :  

σ (1) = 3, σ(2) = 2, σ1(3) = 1, à laquelle correspond σ1
-1(1) = 3, σ1

-1(2) = 2, σ1
-1(3) = 1 ; 

En appliquant la transformation de Dubois et Prade on obtient :  

π1 = ∑{j σ
-1

(j) ≤ σ
-1

(1)}  pj = p1+p2+p3 = 1.0 ;         π2 = ∑{j σ
-1

(j) ≤ σ
-1

(2)}  pj = p2+ p3 = 0.45 ; 

π3 = ∑{j σ
-1

(j) ≤ σ
-1

(3)}  pj = p3 = 0.15 ;  

La distribution de possibilité générée pour remplacer une valeur manquante pour l’attribut 

F est : « 1.0/0+0.45/1+0.15/2 »   

D’où : t3.E = t6.E = t9.E = 1.0/0+0.45/1+0.15/2 
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 Base de données après fuzzification :  

A l’issue de l’étape de consolidation dans un processus de KDD, l’instance de la relation EMPLOYE que nous obtenant après fuzzification et 

mise en forme est la suivante : 

 
# Numemp Nomemp Prenomemp Job Expérience Salaire (DA) Nbvoit
1 1.0/2 1.0/Nelson 1.0/Roberto 1.0/CS 1.0/1 1/40 000 1.0/1 
2 1.0/4 1.0/Young 1.0/Bruce 1.0/DR 1.0/2 1/55 500 1.0/2 
3 1.0/5 1.0/Lambert 1.0/Kim 0.45/CS+0.15/DR+1.0/IN 1.0/1+0.3/2 1.0/25050+0.3/28000+ 

0.60/40000+0.30/55500
1.0/0+0.45/1+0.15/2 

4 1.0/8 1.0/Johnson 1.0/Leslie 1.0/IN 1.0/1 1/25 050 1.0/0 
5 1.0/9 1.0/Forest 1.0/Phil 1.0/IN 1.0/1 1/25 050 1.0/0 
6 1.0/11 1.0/Weston 1.0/K. J. 0.45/CS+0.15/DR+1.0/IN 1.0/1+0.3/2 1.0/25050+0.3/28000+ 

0.60/40000+0.30/55500
1.0/0+0.45/1+0.15/2 

7 1.0/12 1.0/Lee 1.0/Terri 1.0/CS 1.0/1 1/45 332 1.0/1 
8 1.0/14 1.0/Young 1.0/Stewart 1.0/IN  1.0/2 1/30 482 1.0/0 
9 1.0/15 1.0/Papadopoulos 1.0/Katherine 0.45/ CS+0.15/DR+1.0/IN 1.0/1+0.3/2 1.0/25050+0.3/28000+ 

0.60/40000+0.30/55500
1.0/0+0.45/1+0.15/2 

10 1.0/20 1.0/Hall 1.0/Chris  1.0/IN 1.0/1 1/25 050 1.0/0 

Cette base de données peut être soumise à présent à notre algorithme de Data Mining α-FFD-Extract afin d’inférer les α-DFFs minimales non 

triviales valides dans cette instance de la base.  

Nous avons choisi pour exemple d’inférer des α-DFFs, par l’algorithme α-FFD-Extract, de deux niveaux α et qui sont : α = 0.3 et α = 1.0 

Les résultats obtenus sont donnés comme suit :    
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a) Découverte des α-DFFs minimales non triviales à un niveau α = 0.3 : 

I )-  Les coupes de niveau α  (Procédure ALPHA_CUT_SET) 

Aα = ∅ ; 

Bα = {[(2, 8); 1]}; 

Cα = ∅ ; 
Dα = {[(1, 7) ; 1] ; [(3, 4) ;1] ; [(3, 5) ;1] ; [(3, 6) ;1]; [(3, 8) ;1]; [(3, 9) ;1]; [(3, 10) ;1]; 

[(4, 5) ;1]; [(4, 6) ;1]; [(4, 8) ;1] ; [(4, 9) ;1] ;  [(4, 10) ;1] ; [(5, 6) ;1] ; [(5, 8) ;1] ; 
[(5, 9) ;1] ; [(5, 10) ;1] ; [(6, 8) ;1] ; [(6, 9) ;1] ; [(6, 10) ;1] ; [(8, 9) ;1] ; [(8, 
10) ;1] ; [(9, 10) ;1] ; [(1, 3) ;0.45] ; [(1, 6) ; 0.45] ; [(1, 9) ; 0.45] ; [(3, 7) ; 0.45] ; 
[(6, 7) ; 0.45] ; [(7, 9) ; 0.45]} 

Eα = {[(2, 8) ; 1] ; [(1, 3) ; 1] ; [(1, 4) ; 1] ; [(1, 5) ; 1] ; [(1, 6) ;1] ; [(1, 7) ;1] ; [(1, 9) ;1]; 
[(1, 10) ;1]; [(3, 4) ;1]; [(3, 5) ;1]; [(3, 6) ;1]; [(3, 7) ;1]; [(3, 9) ;1]; [(3, 10) ;1]; 
[(4, 5) ;1]; [(4, 6) ;1]; [(4, 7) ;1]; [(4, 9) ;1] ;  [(4, 10) ;1] ; [(5, 6) ;1] ; [(5, 7) ;1]; 
[(5, 9) ;1] ; [(5, 10) ;1] ; [(6, 7) ;1]; [(6, 9) ;1] ; [(6, 10) ;1] ; [(9, 10) ;1] ; [(7, 9) ;1]; 
[(7, 10) ;1]; [(9, 10) ;1] ; [(2, 3) ;0.3] ; [(2, 6) ;0.3] ;  [(2, 9) ; 0.3] ; [(3, 8) ; 0.3] ; 
[(6, 8) ;0.3] ;  [(8, 9) ;0.3]}  

Fα = {[(1, 7) ; 1] ; [(3, 4) ;1] ; [(3, 5) ;1] ; [(3, 6) ;1]; [(3, 9) ;1]; [(3, 10) ;1]; [(4, 5) ;1] ; 
[(4, 6) ;1]; [(4, 9) ;1] ;  [(4, 10) ;1] ; [(5, 6) ;1] ; [(5, 9) ;1] ; [(5, 10) ;1] ; [(6, 9) ;1] ; 
[(6, 10) ;1] ; [(9, 10) ;1] ; [(1, 3) ;0.6] ; [(1, 6) ;0.6] ; [(1, 9) ;0.6] ; [(2, 3) ;0.3] ; 
[(2, 6) ;0.3] ;  [(2, 9) ;0.3] ; [(3, 8) ;0.3] ; [(3, 7) ;0.6] ; [(6, 7) ;0.6] ; [(6, 8) ;0.3] ; 
[(7, 9) ;0.6] ;  [(8, 9) ;0.3]} 

Gα = {[(1, 7) ; 1] ; [(3, 4) ;1] ; [(3, 5) ;1] ; [(3, 6) ;1]; [(3, 8) ;1]; [(3, 9) ;1]; [(3, 10) ;1]; 
[(4, 5) ;1]; [(4, 6) ;1]; [(4, 8) ;1] ; [(4, 9) ;1] ;  [(4, 10) ;1] ; [(5, 6) ;1] ; [(5, 8) ;1] ; 
[(5, 9) ;1] ; [(5, 10) ;1] ; [(6, 8) ;1] ; [(6, 9) ;1] ; [(6, 10) ;1] ; [(8, 9) ;1] ; [(8, 
10) ;1] ; [(9, 10) ;1] ; [(1, 3) ;0.45] ; [(1, 6) ; 0.45] ; [(1, 9) ; 0.45] ; [(3, 7) ; 0.45] ; 
[(6, 7) ; 0.45] ; [(7, 9) ; 0.45]} 

 

II)-   Parties gauches des attributs    (Procédure I_LEV_LHS)    

Pour l’attribut A : 
                                  L1(Φα,  A) = { B, C, D, E, F, G} 

 X[A]acc X[A]des 
B ∅ Bα 
C Cα ∅ 
D ∅ Dα 
E ∅ Eα 
F ∅ Fα 
G ∅ Gα 
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LHS1[A] = {C} 
L1(Φα,  A) = { B, D, E, F, G} 
L2(Φα, A) = {BD, BE, BF, BG, DE, DF, DG, EF, EG, FG} 

 Xα X[A]acc X[A]des 
BD ∅ BDα  ∅ 
BE Bα ∅ Bα 
BF ∅ BFα ∅ 
BG ∅ BGα = BDα ∅ 
DE Dα ∪{[(3, 8) ;0.3] ;[(8, 9) ;0.3]} - {[(3, 8) ;1]; [(4, 8) ;1] ; 

[(5, 8) ;1] ; [(6, 8) ;1] ; [(8, 9) ;1] ; [(8, 10) ;1]} 
∅ DEα 

DF Fα ∪{[(1, 3) ;0.45] ; [(1, 6) ; 0.45] ; [(1, 9) ; 0.45] ; 
[(3, 7) ; 0.45] ; [(6, 7) ; 0.45] ; [(7, 9) ; 0.45]} - 
{[(1, 3) ;0.6] ; [(1, 6) ;0.6] ; [(1, 9) ;0.6] ; [(2, 3) ;0.3] ; 
[(2, 6) ;0.3] ;  [(2, 9) ;0.3] ; [(3, 7) ;0.6] ; [(6, 7) ;0.6] ; 
[(7, 9) ;0.6]} 

∅ DFα 

DG Dα ∅ Dα 
EF Fα  ∅ EFα 
EG Gα ∪ {[(3, 8) ;0.3] ;[(8, 9) ;0.3]} - {[(3, 8) ;1]; [(4, 8) ;1] ; 

[(5, 8) ;1] ; [(6, 8) ;1] ; [(8, 9) ;1] ; [(8, 10) ;1]} 
∅ DGα= EGα 

FG Fα ∪ {[(1, 3) ;0.45] ; [(1, 6) ; 0.45] ; [(1, 9) ; 0.45] ; 
[(3, 7) ; 0.45] ; [(6, 7) ; 0.45] ; [(7, 9) ; 0.45]} - 
{[(1, 3) ;0.6] ; [(1, 6) ;0.6] ; [(1, 9) ;0.6] ; [(2, 3) ;0.3] ; 
[(2, 6) ;0.3] ;  [(2, 9) ;0.3] ; [(3, 7) ;0.6] ; [(6, 7) ;0.6] ; 
[(7, 9) ;0.6]} 

∅ FGα = DFα 

LHS2[A] = {BD, BF, BG} 
L2(Φα,  A) = {DE, BE, DF, DG, EF, EG, FG } 
L3(Φα,  A) = { DEF, DEG, DFG, EFG, BDE, BEF, BEG}  
(Procédure PRUNE). Après élagage : L3(Φα,  A) = { DEF, DEG, DFG, EFG}  

 Xα X[A]acc X[A]des 
DEF DEα ∅ DEα 
DEG DEα ∅ DEα 
DFG DFα ∅ DFα 
EFG DEα ∅ EFGα 

LHS3[A] = ∅  
L3(Φα,  A) = { DEF, DEG, DFG, EFG} 
L4(Φα,  A) = { DEFG} 
 

 Xα X[A]acc X[A]des 
DEFG DEα ∅ DEα 

LHS4[A] = ∅  
L4(Φα,  A) = { DEFG} 
L5(Φα,  A) = ∅ 
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lhs((Φα,  A) = {C, BD, BE, BF, BG} 

Pour l’attribut B :   

L1(Φα,  B) = {A, C, D, E, F, G} 

lhs((Φα,  B) = {C, A} 

Pour l’attribut C :    

L1(Φα,  C) = {A, B, D, E, F, G} 

lhs((Φα,  C) = {A, BD, BE, BF, BG} 

Pour l’attribut D :    

L1(Φα,  D) = {A, B, C, E, F, G} 
lhs((Φα,  D) = {A, C, BF, G} 

Pour l’attribut E :     

L1(Φα,  E) = {A, B, C, D, F, G} 

lhs((Φα,  E) = {A, C, B, F} 

Pour l’attribut F :      

L1(Φα,  F) = {A, B, C, D, E, G} 

lhs((Φα,  F) = {A, C, BD, BG, DE, EG} 

Pour l’attribut G :      

L1(Φα,  G) = {A, B, C, D, E, F} 

lhs((Φα,  D) = {A, C, BF, D} 

III)-   Les α_DFFs minimales non triviales valides dans r   
(Procédure α_FFD_OUTPUT)    

Φα = { C∼>0.3A,   BG ∼>0.3A,   BF ∼>0.3A,   BE ∼>0.3A,   
BD ∼>0.3A,   C ∼>0.3B,   A ∼>0.3B,   BG ∼>0.3C,  

 BF ∼>0.3C,   BE ∼>0.3C,   BD ∼>0.3C,   A ∼>0.3C, 
 G ∼>0.3D,   BF ∼>0.3D,   C ∼>0.3D,   A ∼>0.3D, 
 F ∼>0.3E,   B ∼>0.3E,  C∼>0.3E,     A ∼>0.3E,  

EG ∼>0.3F,    DE ∼>0.3F,   BG ∼>0.3F,   BD ∼>0.3F,  
 C ∼>0.3F,  A ∼>0.3F,   A ∼>0.3G,   C ∼>0.3G,  
 D ∼>0.3G,   BF∼>0.3G }. 
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b) Découverte des α-DFFs minimales non triviales à un niveau α = 1.0 : 

I )-  Les coupes de niveau α  (Procédure ALPHA_CUT_SET) 

Aα = ∅ ; 

Bα = {[(2, 8); 1]}; 

Cα = ∅ ; 

Dα = {[(1, 7) ; 1] ; [(3, 4) ;1] ; [(3, 5) ;1] ; [(3, 6) ;1]; [(3, 8) ;1]; [(3, 9) ;1]; [(3, 10) ;1]; 
[(4, 5) ;1]; [(4, 6) ;1]; [(4, 8) ;1] ; [(4, 9) ;1] ;  [(4, 10) ;1] ; [(5, 6) ;1] ; [(5, 8) ;1] ; 
[(5, 9) ;1] ; [(5, 10) ;1] ; [(6, 8) ;1] ; [(6, 9) ;1] ; [(6, 10) ;1] ; [(8, 9) ;1] ; 
[(8, 10) ;1] ; [(9, 10) ;1]}; 

Eα = {[(2, 8) ; 1] ; [(1, 3) ; 1]  [(1, 4) ; 1] ; [(1, 5) ; 1] ; [(1, 6) ;1] ; [(1, 7) ;1] ; [(1, 9) ;1]; 
[(1, 10) ;1]; [(3, 4) ;1]; [(3, 5) ;1]; [(3, 6) ;1]; [(3, 7) ;1]; [(3, 9) ;1]; [(3, 10) ;1]; 
[(4, 5) ;1]; [(4, 6) ;1]; [(4, 7) ;1]; [(4, 9) ;1] ;  [(4, 10) ;1] ; [(5, 6) ;1] ; [(5, 7) ;1]; 
[(5, 9) ;1] ; [(5, 10) ;1] ; [(6, 7) ;1]; [(6, 9) ;1] ; [(6, 10) ;1] ; [(9, 10) ;1] ; [(7, 9) ;1]; 
[(7, 10) ;1]; [(9, 10) ;1];} 

Fα = {[(1, 7) ; 1] ; [(3, 4) ;1] ; [(3, 5) ;1] ; [(3, 6) ;1]; [(3, 9) ;1]; [(3, 10) ;1]; [(4, 5) ;1]; 
[(4, 6) ;1]; [(4, 9) ;1] ;  [(4, 10) ;1] ; [(5, 6) ;1] ; [(5, 9) ;1] ; [(5, 10) ;1] ; [(6, 9) ;1] ; 
[(6, 10) ;1] ; [(9, 10) ;1]} 

Gα = {[(1, 7) ; 1] ; [(3, 4) ;1] ; [(3, 5) ;1] ; [(3, 6) ;1]; [(3, 8) ;1]; [(3, 9) ;1]; [(3, 10) ;1]; 
[(4, 5) ;1]; [(4, 6) ;1]; [(4, 8) ;1] ; [(4, 9) ;1] ;  [(4, 10) ;1] ; [(5, 6) ;1] ; [(5, 8) ;1] ; 
[(5, 9) ;1] ; [(5, 10) ;1] ; [(6, 8) ;1] ; [(6, 9) ;1] ; [(6, 10) ;1] ; [(8, 9) ;1] ; 
[(8, 10) ;1] ; [(9, 10) ;1]} 

 

II)-   Parties gauches des attributs    (Procédure I_LEV_LHS)    

Pour l’attribut A : 
                                L1(Φα,  A) = { B, C, D, E, F, G} 

 X[A]acc X[A]des 
B ∅ Bα
C Cα ∅
D ∅ Dα
E ∅ Eα
F ∅ Fα
G ∅ Gα

LHS1[A] = {C} 
L1(Φα,  A) = { B, D, E, F, G} 
L2(Φα,  A) = {BD, BE, BF, BG, DE, DF, DG, EF, EG, FG} 



 
Chapitre V                                                                                                                                        Contributions 
  
  

 126

 Xα X[A]acc X[A]des 
BD ∅ BDα ∅
BE Bα ∅ Bα 
BF ∅ BFα ∅ 
BG ∅ BGα ∅ 
DE Eα ∅ Eα 
DF Fα ∅ Fα 
DG Dα ∅ Dα 
EF Eα ∅ Eα 
EG Eα ∅ Eα 
FG Fα ∅ Fα 

LHS2[A] = {BD, BF, BG} 
L2(Φα,  A) = {DE, BE, DF, DG, EF, EG, FG } 
L3(Φα,  A) = { DEF, DEG, DFG, EFG, BDE, BEF, BEG}  
(Procédure PRUNE). Après élagage on aura : L3(Φα,  A) = { DEF, DEG, DFG, EFG}   

 
 Xα X[A]acc X[A]des 
DEF Eα ∅ Eα 
DEG Eα ∅ Eα 
DFG Fα ∅ Fα 
EFG Fα ∅ Fα 

LHS3[A] = ∅  
L3(Φα,  A) = { DEF, DEG, DFG, EFG} 
L4(Φα,  A) = { DEFG} 

 Xα X[A]acc X[A]des 
DEFG Eα ∅ Eα 

LHS4[A] = ∅  
L4(Φα,  A) = { DEFG} 
L5(Φα,  A) = ∅ 

lhs((Φα,  A) = {C, BD, BE, BF, BG} 

Pour l’attribut B : 

                                 L1(Φα,  B) = {A, C, D, E, F, G} 

lhs((Φα,  B) = {C, A} 

Pour l’attribut C : 

                                 L1(Φα,  C) = {A, B, D, E, F, G} 

lhs((Φα,  C) = {A, BD, BE, BF, BG} 
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Pour l’attribut D : 

                                  L1(Φα,  D) = {A, B, C, E, F, G} 

lhs((Φα,  D) = {A, C, F, G} 

Pour l’attribut E : 

                                 L1(Φα,  E) = {A, B, C, D, F, G} 

lhs((Φα,  E) = {A, C, B, F} 

Pour l’attribut F : 

                                 L1(Φα,  F) = {A, B, C, D, E, G} 

lhs((Φα,  F) = {A, C, BD, BG, DE, EG} 

Pour l’attribut G : 

                                 L1(Φα,  G) = {A, B, C, D, E, F} 

lhs((Φα,  G) = {A, C, F, D} 

III)-   Les α_DFFs minimales non triviales valides dans r   
(Procédure α_FFD_OUTPUT)    

 
     Φα  = {  C∼>1.0A,   BG ∼>1.0A,   BF ∼>1.0A,   BE ∼>1.0A,  

        BD ∼>1.0A, C ∼>1.0B,   A ∼>1.0B,   BG ∼>1.0C,  
        BF ∼>1.0C,  BE ∼>1.0C,   BD ∼>1.0C,   A ∼>1.0C,  
        G ∼>1.0D,  F ∼>1.0D,   C ∼>1.0D,   A ∼>1.0D,  
        F ∼>1.0E,   B ∼>1.0E,   C ∼>1.0E,   A ∼>1.0E,  

       EG ∼>1.0F,  DE ∼>1.0F,             BG ∼>1.0F,   BD ∼>1.0F, 
    C ∼>1.0F,   A ∼>1.0F,   A ∼>1.0G,   C ∼>1.0G,   
    D ∼>1.0G,  F∼>1.0G } 

c) Analyse des résultats obtenus dans les deux cas : 

- La première constatation est le fait que les α-DFFs valides au niveau α = 0.3 restent 

valide au niveau α = 1.0, 

- Les α-DFFs générées peuvent être validées par le DBA en les comparant aux DFs fixées 

lors de la conception de la base de données.   

- L’algorithme α-FFD-Extract doit être exécuté à chaque fois que la taille de la base de 

données  aurait augmentée de manière significative. Par exemple, après augmentation de 

15%, les distributions de possibilité doivent être reconsidérées en appliquant la 
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transformation de Dubois et Prade ou une autre méthode de génération de distributions de 

possibilité. En suite, l’algorithme α-FFD-Extract sera exécuté à nouveau pour vérifier si 

les α-DFFs validées auparavant restent toujours vérifiées dans la base de données.  

V.4-  Conclusion  

Dans ce chapitre, nous avons présenté un processus complet d’Extraction de 

Connaissances à partir des Données relatif à l’inférence des dépendances fonctionnelles 

floues dans des bases de données possibilistes. Nous avons expliqué en premier lieu l’étape 

de préparation des données de la base. Ensuite, nous avons présenté une approche dite 

stratifiée des DFFs qui consiste en une nouvelle définition de la notion de DFF, appelée 

α-DFF, et la preuve d’un ensemble de règles d’inférence des α-DFFs valides dans une 

base de données possibiliste. Le procédé Data Mining pour la découverte des α-DFFs est 

formalisé par l’algorithme α-FFD-Extract. Enfin, nous avons présenté dans la section §V.4 

de ce chapitre les résultats d’application du processus de découverte des α-DFFs sur un 

exemple de relation représentée par une instance de la relation EMPLOYE. 
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Bilan et Contributions  

Notre travail a porté sur le problème de découverte des dépendances fonctionnelles floues 

dans des bases de données imprécises.  

Le premier problème auquel nous nous sommes confrontés est la variété de définitions de 

la notion de dépendance fonctionnelle floue. Un choix s’imposait alors dans ce cas. Après 

étude des différentes DFFs existantes dans la littérature, nous avons constaté que certaines 

définitions sont saines (respect de la règle implicative) tandis que d’autres respectent la 

sémantique d’une DFs classique (i,e. si la ressemblance dans la partie gauche est proche de 1, 

la ressemblance dans la partie gauche est assez conséquente). Ces deux caractéristiques, à 

notre avis, sont aussi importantes l’une que l’autre pour une DFF. Par conséquent, nous avons 

proposé une nouvelle définition de DFF, regroupant les deux caractéristiques, appelée α-DFF, 

et nous avons prouvé les axiomes d’Armstrong correspondants. Ce qui nous permet d’inférer 

les α-DFFs minimales non triviales seulement, puisque les autres pourront être déduites par 

ces axiomes.   

Après avoir proposé une définition de DFF en l’occurrence l’α-DFF, nous avons proposé 

une approche de découverte de ces α-DFFs à partir de bases de données possibilistes. Notre 

première idée a été d’adapter l’algorithme Dep-miner à l’inférence des DFFs. Le problème 

qu’on a rencontré est la non transitivité de la relation de ressemblance EQX(ti, tj) [cf. formule 

(IV.41)], ce qui empêche d’avoir les classes d’équivalences des tuples, et par conséquent des 

partitions sur r ̃. La généralisation de l’algorithme Dep-miner déjà existant devenait 

impossible. Nous avons alors proposé un nouvel algorithme nommé α-FFD-Extract. Les 

apports de cet algorithme peuvent être résumés ainsi : 
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 Test de la validité des α-DFFs :  

Pour tester la validité des α-DFFs, notées  X ∼>α Y, l’algorithme utilise les coupes de 

niveau α des sous-ensembles d’attributs X et Y. Le lemme 1 dans le chapitre V indique la 

condition de validité d’une α-DFF. Cette validité est exprimée par l’inclusion floue de la 

coupe de niveau α  de la partie gauche, notée Xα, dans la coupe de niveau α de la partie droite, 

notée de Yα. La procédure I_LEV_LHS permet de valider les parties gauches par rapport aux 

parties droites des  α-DFFs.  

 Elagage :  

L’élagage se situe à deux niveaux dans notre algorithme. Premièrement, on élague les 

tuples en utilisant la notion de coupe de niveau α sur l’ensemble des couples de tuples de la 

base de données pour ne sélectionner que les couple tuples fortement ressemblants (leur degré 

de ressemblance est proche de 1) pour tout attribut de la relation. Ensuite, on élague les 

attributs, en supprimant d’un coup un ensemble d’attributs, et tous ses sur-ensembles. Tel que, 

tout les sur-ensemble Y d’un ensemble d’attributs X (X appartient  à l’ensemble des parties 

gauches, de taille i, valides pour un attribut K) seront élagués du fait que les DFFs recherchées 

sont des α-DFFs minimales non triviales.  

Par la suite, nous avons illustré à travers un exemple détaillé toutes les étapes de notre 

approche (préparation des données, fuzzification, inférence des  α-DFFs.  

 

 

 

 

 



 
                                                                                                                                         Conclusion et Perspective 
 

 131

Perspectives  

Les travaux réalisés dans ce mémoire ouvrent diverses perspectives. Nous en présentons 

ci-dessous quelques unes. 

Du point de vue pratique, il est intéressant d’avoir une base de données possibiliste réelle 

sur la quelle effectuer les tests de notre approche. Pour le moment nous n’avons pas pu 

trouver une base de données possibiliste pour nos tests. Ce que nous projetons de faire et de 

continuer à travailler sur l’inférence des distributions de possibilités pour des valeurs 

manquantes en adoptant d’autres méthodes peut être plus performantes que la transformation 

de Dubois et Prade qui reste tout de même limitée au cas discret et à des valeurs empiriques.  

En ce qui concerne notre algorithme α-FFD-Extract, son implémentation est en cours de 

réalisation. 

Ce qui peut être aussi intéressant à faire est de garder trace de l’exécution de l’outil 

d’inférence et d’ajouter d’autres procédures permettant de ne pas ré-exécuter la totalité des 

procédures à chaque fois qu’une nouvelle insertion dans une relation aura lieu, ce qui fait que 

le coût de calcul du nouvel ensemble de DFFs valides sera réduit.  

Mais de manière plus tranchée, la prochaine problématique que nous allons traiter portera 

sur la découverte des dépendances multivaluées floues sachant qu’à ce jour, aucun travail 

n’existe dans la littérature sur ce sujet. Nous nous réservons donc cette thématique dans le 

cadre de la poursuite de nos travaux de recherche.   
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Nous présentons ici quelques définitions et résultats relatifs aux ensembles ordonnés, aux 

treillis et plus particulièrement aux treillis de fermés. Pour plus de détails, le lecteur peut se 

référer aux ouvrages [BIR 67][DAV 94].  

La notion de treillis est définie à partir des notions d’ensemble ordonné et de relation de 

couverture. Les définitions respectives de ces deux dernières notions sont données ci-après.  

A.1.1-  Ensemble ordonné et relation de couverture    

Définition 1 : (Ensemble ordonné) 

Soit E un ensemble. Un ordre ou ordre partiel sur l’ensemble E est une relation binaire ≤ 

sur les éléments de E tel que pour tout x, y, z ∈ E nous avons les propriétés suivantes : 

 Réflexivité : x ≤ x, 

 Anti-symétrie : x ≤ y et  y ≤ x ⇒ x = y, 

 Transitivité : x ≤ y et  y ≤ z ⇒ x ≤ z.  

Un ensemble E doté d’une relation binaire d’ordre ≤, noté (E, ≤), est appelé ensemble 

ordonné. 

Remarque : les ensembles ordonnés considérés dans ce mémoire sont finis.  

Définition 2 : (Relation de couverture)  

Soit (E, ≤) un ensemble ordonné et x, y deux éléments de E. La relation de couverture entre 

les éléments de E, notée <·, obtenue en supprimant les couples de transitivité de ≤. La relation 

de couverture est définie par : x <· y si et seulement si ∀ z ∈ E, x ≤ z ≤ y ⇒ z = y. On peut 

représenter un ensemble ordonné par son graphe de couverture (ou diagramme de Hasse) qui 

a pour sommets les éléments de E et pour arcs, les éléments de <· . 
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Nous disons que y couvre x ou bien que y est un successeur immédiat de x. 

Exemple 1 : 

La figure Fig.A1.1 est le diagramme de Hasse de l’ensemble ordonné { 1 <· 2, 1 <· 3, 2 <· 6 

3 <· 4, 3 <· 5, 4 <· 6, 5 <· 6}.  

 
Fig.A1.1. Exemple de diagramme de Hasse d’un ensemble ordonné. 

Nous allons maintenant exhiber quelques éléments particuliers d’un ensemble ordonné. 

Ces définitions sont utilisées par la suite lors de l’introduction de la notion de treillis.  

Définition 3 : (l’élément maximal et le plus grand élément d’un ensemble)  

Soient E un ensemble ordonné et X ⊆ E. 

1. x ∈ X est un élément maximal de X, si x ≤ y ∈ X ⇒ x = y. 

2. x ∈ X est le plus grand élément de X, si ∀y ∈ X, y ≤ x. 

L’élément minimal et le plus petit élément de X sont définis dualement.  

Remarque : si X a un plus grand élément (resp. Plus petit élément), il a exactement un élément 

maximal (resp. minimal). De plus, le plus grand élément de X (resp. plus petit élément), s’il 

existe, est unique. 

Définition 4 : (élément top et élément bottom) 

Soit E un ensemble ordonné. Le plus grand élément (resp. plus petit élément) de E, s’il existe, 

est appelé l’élément top (resp. bottom) de E, et noté par T (resp. ⊥). 

Définition 5 : (Majorant et minorant) 

Soient E un ensemble ordonné et X ⊆ E. Un élément x∈ E est un majorant (resp. minorant) de 

X si ∀ y ∈ X, y ≤ x (resp. ∀y ∈ X, x ≤ y).  

 

 

 
 

3 

1 

2 
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Définition 6 : (borne supérieure et borne inférieure) 

Soient E un ensemble ordonné et X ⊆ E. Un élément x est la borne supérieure, appelée aussi 

supremum ou join de X,  si x est le plus petit des majorants, et notée par join(X). 

On définit de façon duale la borne inférieure (appelée aussi infimum ou meet) de X est le 

plus grand des minorants de X, et notée par meet(X). 

Remarque : Si X = {x, y}, on note la borne supérieure (resp. borne inférieure) join({x, y}), 

(resp. meet({x, y}). 

Exemple 2 :  

Reprenons l’ensemble ordonné de la figure Fig.A1.1 et considérons le sous-ensemble 

{3, 4, 5}.  

Les éléments maximaux de {3, 4, 5} sont 4 et 5. Le seul élément minimal est 3. 

L’ensemble {3, 4, 5} n’a pas de plus grand élément mais 3 est son plus petit élément.  

L’ensemble des majorants de {3, 4, 5} est {6} et l’ensemble de ses minorants est {1, 3}. 

La borne supérieure de {3, 4, 5} est 6 et la borne inférieure est 3. 

L’ensemble ordonné  admet un plus grand élément (T = 6) et un plus petit élément (⊥ = 1). 

Les définitions que nous venons de présenter nous permet d’introduire à présent la notion 

de treillis. 

Définition 7 : (Treillis et treillis complet) 

Un ensemble ordonné (E, ≤) non vide est un treillis si pour tout couple d’éléments x, y ∈ E 

l’ensemble {x, y} possèdent un plus petit majorant noté Join({x, y}) et un plus grand minorant 

noté Meet({x, y}).  

Définition 8 : (Treillis complet) 

L’ensemble ordonné (E, ≤) est un treillis complet si pour tout sous ensemble X ⊆ E les 

éléments Join(X) et Meet(X) existent.  

Exemple 3 : l’ensemble ordonné de la figure Fig.A1.1 est un treillis complet. 
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Définition 9 : (sup-irréductible et inf-irréductible) 

Soit E un treillis. Un élément x∈ E est un sup-irréductible (join-irreductible) si : 

1. x ≠ ⊥, 

2. ∀ y, z ∈ E, x =join({y, z}) ⇒ (x = y) ou (x = z). 

Un élément inf-irréductible (meet-irreductible) est défini dualement. Nous notons J(E) 

(resp. M(E)) l’ensemble des sup-irréductibles (resp. inf-irréductibles) du treillis E. 

Remarque : les sup-irréductibles (resp. inf-irréductibles) sont les sommets du treillis 

possédant exactement un arc entrant (resp. sortant). 

Exemple 4 :  

En reprenant l’exemple 1, les sup-irréductibles sont {2, 3, 4, 5} et les inf-irréductibles sont 

{2, 4, 5}.  

Lemme 1 :  

Soit E un treillis. 

1. ∀A ∈ E, A = join({X ∈ J(E) | X ≤ A}), 

2. ∀A ∈ E, A = meet({X ∈ J(E) | X ≥ A}). 

Le lemme ci-dessus indique qu’il est possible de retrouver tous les éléments du treillis à 

partir des irréductibles (inf-irréductibles et sup-irréductibles).  

Exemple 5 : 

En reprenant les inf-irréductibles de l’exemple 4 représentés par l’ensemble {2, 4, 5}, on peyt 

retrouver l’élément 3 = join({4, 5}), l’élément 1 = join({2, 4, 5}) et l’élément 6 = join(∅)4. 

Nous allons maintenant présenter la notion de fermeture et montrer le lien qui existe entre 

fermeture et treillis. 

 

 

                                                 
4 Par convention, T = meet(∅) et ⊥ = join(∅). 
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A.1.2-  Treillis et fermeture  

Définition 10 : (fermeture) 

Soit E un ensemble. Une application + : P(E) → P(E) est un opérateur de fermeture (ou 

fermeture) sur E si, pour tout X, Y ⊆ E, 

1. X ⊆ X+ (extensivité), 

2. si X ⊆ Y,  alors X+ ⊆ Y+ (isotonie), 

3. X++ = X+ (idempotence). 

Un sous-ensemble X de E est dit fermé (par rapport à +) si X+ = X. 

Un fermé par + est donc un point fixe de +, et comme + est idempotente, l’ensemble des 

fermés de +est l’ensemble image de + de P(E). 

Exemple 6 : 

L’exemple le plus simple de fermeture est l’application identité : Id : P(E) → P(E), Id(X) = X. 

l’ensemble des fermés pour cet opérateur est l’ensemble des 2|E| sous-ensembles de E. 

Théorème 1 :  

Soit + un opérateur de fermeture sur un ensemble E. La famille {Xi ⊆ E | Xi
+ = Xi} des 

sous-ensembles fermés de E ordonnée par inclusion forme un treillis complet dans lequel 

join({Xi | i ∈ I}) = (∪i ∈ I Xi)+ et meet({Xi | i ∈ I}) = (∩i ∈ I Xi)+. □ 

Ce théorème montre qu’à chaque opérateur de fermeture, nous pouvons associer un treillis 

complet dit treillis de fermés. 

Exemple 7 :  

La figure Fig.A1.2 représente le treillis de fermés de l’application identité pour l’ensemble 

R = {A, B, C, D, E}. Dans ce cas le treillis des fermés est le treillis des sous ensembles de R.  



 
Annexe 1                                                                                                                                   Fermeture et treillis 
 

 137

 

Fig.A1.2. Treillis des fermés des sous-ensembles de R. 
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Définition 1 : (Fermeture d’un ensemble d’α-DFFs) 

Soit R un schéma de relation et F un ensemble d’α-DFFs sur R. F est un ensemble d’α-DFFs 

de la forme X∼>α Y, tel que X, Y ⊆ R. La fermeture de F, notée F+ est l’ensemble de toutes les 

α-DFFs dérivable à partir de F. c'est-à-dire X∼>α Y ∈ F+ si X∼>α Y est valide dans toute 

relation floue où toutes les α-DFFs de F sont valides.  

Soit r  une relation floue sur un schéma de relation. Si l’α-DFFs X∼>α Y est valide dans r ,  on 

écrit r |= X∼>α Y. Similairement, si toute α-DFF de F est valide dans r, on écrit r |= F. 

Soit F un ensemble d’α-DFFs,  f  une α-DFF et  I  l’ensemble des règles d’inférence. La 

preuve de  f  à partir de F en utilisant les règles d’inférence de I est une séquence d’α-DFFs f1,  

f2,…, fn = f (n ≥ 1) tel que pour tout i ∈ [1, n], soit : 

(a) fi ∈ F, ou bien 

(b) fi est la conséquence d’une règle d’inférence ρ dans I tel que l’α-DFFs dans la 

prémisse de  ρ  appartiennent à l’ensemble { fj : 1 ≤ j ≤ i}. 

Une α-DFF est  prouvable  à  partir  de  F  en utilisant les règles d’inférence de I, écrite 

                    , si il existe une preuve de f à partir de F utilisant I.  

I est dit correct pour une implication logique d’α-DFF implique  f ∈ F+. 

I est complet pour une implication logique d’α-DFF si  f ∈ F+ implique      

Définition 2 : (fermeture d’un ensemble d’attributs X) 

Soit F un ensemble d’attributs défini sur le schéma de relation R. la fermeture d’un ensemble 

d’attributs X ⊆ R par rapport à F, notée   es, est définie par : 

  = {A : X∼>α A ∈ F+}.  

A présent nous pouvons prouver le lemme suivant : 

Lemme 1 : 

Soit F un ensemble d’α-DFFs et X ∼>α Y une α-DFF. Alors : X ∼>α Y ∈ F+  ⇔ Y ⊆       . 
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Preuve : 

 Soit Y ⊆       . Alors                       , pour tout A ∈ Y. Donc, par la règle d’union FF5, cela 

donne                     . Par  conséquent,  X∼>α Y  ∈ F+. Inversement,  soit  X∼>α Y∈ F+. Alors               

                      . Par la règle de décomposition,                     , pour tout A ∈ Y. D’où, Y ⊆      .  □ 

Puisque les règles d’inférence pour les α-DFFs sont exactement les même que les 

dépendances fonctionnelles,       peut être calculé par l’algorithme suivant qui est le même que 

dans le cas classique [ABI 95].  

L’algorithme 1 calcule pour un ensemble F d’α-DFFs et un ensemble d’attributs X, la 

fermeture       de X par rapport à F. 

 

Algorithme 1 : calcul de la fermeture d’un ensemble d’attributs   
Entrée : F, un ensemble d’α-DFFs. X, un ensemble d’attributs 
Sortie :        , la fermeture de X par rapport à F. 

1 : unused := F ; 
2 : closure := X ; 
3 : repeat  
4 :      if   W ∼>α Z ∈ unused and W ⊆ closure  then 
5 :                  unused := unused – { W ∼>α Z}; 
6 :                  closure := closure ∪ Z ; 
7 : until no further changes ; 
8 : output closure. 
 
 
Théorème 1 : 

L’ensemble I = {FF1, FF2, FF3, FF4, FF5, FF6} forme un système correct et complet pour 

l’inférence des α-DFFs. □ 

A.2.1-  Preuve de correction : 

I est dit correct pour une implication logique d’α-DFF implique  f ∈ F+. 

Supposons que  f ≡ W ∼>α V est dérivable par les règles d’inférence de l’ensemble I.  

V = {A1, A2,…, Ak}. Alors pour chaque i, W ∼>α Ai est valide (par la règle de décomposition). 

D’où, V ⊆ W+. 
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Suppose, V ⊆ W+, selon la définition 2, pour tout  i, W ∼>α Ai est dérivée par les règles 

d’inférence de I (règle de réflexivité). Alors en utilisant la règle d’Union, on obtient W ∼>α V 

est valide. 

A.2.2-  Preuve de complétude : 

On montre que :                       implique                     . Premièrement, on montre : par 

induction basée sur l’algorithme 1 que                   est vrai. Soit closurei la valeur de closure 

après ième itération de la même exécution de l’algorithme 1 sur un ensemble d’α-DDFs. On 

obtient closurei = X. De manière inductive, supposons une prouve σ1, σ2,…, σki de X ∼>α  

closurei est construite. Le cas où  i = 0 est obtenu par FF1. Supposons que W ∼>α V est utilisée 

à l’(i+1)-itération. Ce qui donne W ∼>α  closurei et closurei+1 = closurei ∪ V. Les étapes 

suivantes expliquent la preuve. 

σki+1 = W ∼>α V   par F 

σki+2 = closurei ∼>α W   par FF1 

σki+3 = closurei ∼>α V   par FF3 

σki+4 = closurei ∼>α closurei+1 par FF2 

σki+5 = X ∼>α closurei+1  par FF3 

La fin de cette construction, on aura la preuve σ1, σ2,…, σn  de                    . Par le lemme1, Y 

⊆       . D’où, par la règle FF1,        ∼>α Y  et par la règle FF3 X ∼>α Y. CQFD  
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